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Prologo

Este libro se ha hecho para uso y disfrute de los alumnos de segundo de bachillerato de la
opcién cientifico-tecnolégica. Se trata de la segunda versién, por lo que espero tengais la bondad
de perdonar los errores que he cometido al hacerlo. También agradezco de corazén la colaboracién
de algunos companeros y compaferas que tuvieron conocimiento de la primera versién gracias a la
Sociedad Extremena de Educacién Matematica “Ventura Reyes Présper”, la cual no sélo comunicéd
la primera edicién, sino que ademas me permitié obtener los enunciados de todos los anos y asi
ayudarme a clasificarlos.

Si quieres hacer algtin comentario, comunicar algin error o decir algo que se te ocurra, puedes
ponerte en contacto conmigo en vgonzalezster@gmail.com.

Este libro se ird actualizando con los exdmenes que cada ano vaya poniendo la universidad,
pudiendo obtenerse la version actualizada en la pagina:
http://www.telefonica.net/web2/vicentegonza/examenes.html.

Este trabajo se ha hecho utilizando KTEXy su frontend para linux Kile. Para los graficos se ha
usado el software de Geogebra. Gracias a todos los que han hecho posible estos programas y los
han compartido gratuitamente con los demas.

He hecho una clasificacién de los ejercicios por temas, esperando que la clasificacién realizada
sea del agrado de todos.

Se trata de un trabajo que ofrezco a la comunidad educativa, pero es conveniente saber que se
emite bajo una licencia Creative Commons en la que tienes que tener presente que:

Tu eres libre de:

= copiar, distribuir, comunicar y ejecutar ptublicamente la obra.

= hacer obras derivadas.
Bajo la siguientes condiciones:
Atribuciéon Debes reconocer y citar la obra de la forma especificada por el autor o el licenciante.
No Comercial No puedes utilizar esta obra para fines comerciales.

Licenciar Igual Si alteras o transformas esta obra, o generas una obra derivada, sélo puedes
distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

= Al reutilizar o distribuir la obra, tienes que dejar bien claro los términos de la licencia de esta
obra.

= Alguna de estas condiciones puede no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los

derechos de autor.
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Capitulo 1
Analisis

1.1. Funciones y continuidad

1.1.1. Representar graficamente la funcién

172

. Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?

(Septiembre 00)

- Solucién:

Para poder representarla vamos a estudiar su derivada. Tenemos que
fl(z) =62 —z—1

Igualando a cero resulta:

1
1+y1+24 1+5 | 122
12 12 4 1

622 —x—1=0= 1=

Construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada y conocer asi donde crece y donde

()| ()] )

decrece y sus maximos y minimos.

622 —x —1 + - +
/! N /!
En consecuencia:
1
e _ -
rece — ( 3) ( )
3)
- Decrece — 3

1
3’
17
- Maxi -
axl1mo —>< 3 8)

1 41
- Minimo — | =, ——
2° 216



2 1. Andlisis

También es obvio que lim f(z) = —oco y que h'rf f(z) =400
r——00 T—T00
Podemos hacer una tabla de valores para afinar la representacién, pero aqui no la pondremos.

La grafica resultante podemos verla en la figura 1.1

[

2

5
Figura 1.1: Representacion grafica de la funcién f(z) = 223 — % —x+ 57

Para ver la altima parte del ejercicio usaremos el Teorema de Bolzano. Sabemos que como mucho

tendra tres raices reales (pues es un polinomio de grado 3) y por los datos recabados con anterioridad

. , . , . 1 11 1
y mirando la grafica las raices estaran en los intervalos | —oo, -3 ("33 y §,+oo . Es
evidente que hay una positiva garantizada (la contenida en el ultimo intervalo) y otra negativa
(en el primero). Veamos que ocurre con la otra. Nos basaremos en el teorema de Bolzano para ir

tanteando y comprobando donde esté.

5 1 41
Tenemos que f(0) = o7 >0y f <2) =36 < 0. Por tanto la tercera raiz se encuentra en el
1
intervalo (0, 2) y es positiva.

1.1.2. Representa la grafica del polinomio
f(z) = 22% 4 32% — 0'2
;. Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas positivas?

(Junio 01)

- Solucién:

Vamos a hacer un breve estudio del polinomio para su representacién:
- Domf =R — Como en todos los polinomios.

Simetria — No tiene.

- Continuidad — Continua en todo R.

Asintotas — No tiene, como le ocurre a todos los polinomios.
- Corte con los ejes:

e EFje X: Al ser un polinomio de grado 3 puede cortar al Eje X en un maximo de tres

puntos. Vamos a orientarnos donde estaran usando el teorema de Bolzano.
o f(=2)=-16+12-02<0
o f(-1)=-24+3-02>0
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o f(0)=—0'2<0
o f(1)=2+4+3-02>0
Por tanto corta en un punto entre (—2, —1), en otro entre (—1,0) y en otro entre (0,1).
e Eje Y: (0,—-02)
- Vamos a estudiar la derivada:
f'(z) = 62% + 62

Esta derivada se anula en x =0 y en z = —1. Por tanto:

| (—co,~1) | (=1,0) | (0, +00)
1
N /!

622 + 62

+
/
De aqui deducimos que:

e Crece — (—o00,—1) U (0, +00)

e Decrece — (—1,0)

e Maximo — (—1,0'8)

e Minimo — (0, —0'2)

Su representacion grafica podemos verla en la figura 1.2

Figura 1.2: Representacion gréfica de la funcion f(z) = 223 + 322 — 02

La respuesta a las preguntas finales ya la hemos hecho cuando realizamos el estudio del corte

con el Eje X, es decir, hay dos raices negativas y una positiva.

1.1.3. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que una déci-

ma, una raiz positiva del polinomio z3 +z — 1

(Septiembre 01)
- Solucién:
La parte de teoria podemos encontrarla en cualquier libro.
Para buscar la raiz positiva que nos piden vamos a tantear utilizando el teorema de Bolzano.
Nuestra funcion es f(z) = 2%+ 2 — 1 y es facil observar que la funcién es continua en todo R, y por

tanto, lo es en cualquier intervalo que cojamos. También se cumple que:

fO)=-1y f1)=1

Vamos a comenzar a tantear para “acorralar” la raiz.
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» f(0'5) = —0'375 < 0 = La raiz estd en el intervalo (0'5,1).
» f(0'7) = 0043 > 0 = La raiz estéa en el intervalo (0'5,0'7).
» f(0'6) = —0'184 < 0 = La raiz esta en el intervalo (0'6,0'7).

La raiz, con un error menor que 0’1 esta contenida en el intervalo (0'6,0'7). Valdria cualquiera,

pero parece que por el valor que toma la funcién en él podiamos tomar 0'7.

1.1.4. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio 2% — 422 — 1 tiene

alguna raiz real negativa.

(Junio 03)
- Solucién:
El teorema podemos encontrarlo en cualquier libro.
Vamos a aplicar el mismo para comprobar que la funcién tiene, al menos, una raiz negativa.
Este hecho es evidente, pues basta con comprobar que la funcién toma valores de distinto signo

en =5y 0.
- f(=5)=625—-100—1> 0.
- f(0)=-1<0.

Luego, segin el teorema de Bolzano, como f es continua en [—5,0] y toma valores de signo

contrario en —5 y 0, entonces existe un ¢ € (—5,0) en el que f(c) = 0.

1.1.5. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecuacién z = cosx

tiene solucion positiva.

(Septiembre 04)

- Solucién:
El teorema de Bolzano puede encontrarse en cualquier libro.
Pasamos a la segunda parte.
Consideramos la funciéon f(z) = cosz — z. Evidentemente su dominio es todo R y es también

continua en todo su dominio. Ademas:
» f(0)=1-0=1>0
s f(1) = cosl — 1 =0/999847 — 1 < 0

Por tanto, esta funcién cumple las hipdtesis del teorema de Bolzano, y segin el mismo, tiene
que tener una raiz en el intervalo (0,1), y por tanto positiva.
Si no queremos apurar tanto podemos tomar x = 2,3, --- en lugar de z = 1, pues como el coseno

estd comprendido entre —1 y 1, al restarle la x elegida dara negativo.
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1.2. Derivada y sus aplicaciones

1.2.1. Determinar el dominio de definicién de la funcién f(z) =z —in (22 — 1) y re-
presentar su grafica, calculando los intervalos de crecimiento y los extremos

(maximos y minimos relativos).

(Junio 00)

- Solucién:
La funcién no existira en los puntos en los que 22 — 1 < 0. Vamos a ver donde ocurre. Para ello

vamos a hacer una tabla con los puntos de corte.
P —1=0=2=+1
La tabla queda:

| (—co,~1) | (=1,1) | (1, +00)
| ‘ + ‘ — ‘ +

Luego el dominio de la funcién es Dom f = (—o0, —1) J (1, 4+00).

Vamos a estudiar su derivada:

2x 2—-1-2z x2-2zx-1

@) =1- = -

x22—1  z2-1 2 —1

Vamos a estudiar su signo. Para ello vamos a igualar la derivada a cero y tendremos en cuenta

el dominio antes calculado y construiremos una tabla.

x2—2x—17

T 0=z

24414 2+
= 2+ = 2‘/§:1iﬁ

La tabla quedaria:

| (oo, =) | (=1,1) | (1,1+v2) | (1+ V2, +)
+ No existe — +
/! N /!

Figura 1.3: Representacion grafica de la funcion f(z) =2 — In (2 — 1)
Luego la funcién:
- Crece — (—o0,—1)J (1 + V2, +0)

- Decrece — (1, 1+ \@)
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Hay un minimo en (1 +/2, 0.84). Para aproximar mas es bueno hacer una tabla de valores, que
aqui no haremos. También es evidente que en x = 1 y en x = —1 hay asintotas verticales, pues las

tiene el logaritmo.

-r=1— h’m+ f(z) = 400 (Por la izquierda no existe).
r—1

-z=-1— lim f(z)=4oo0 (Por la derecha no existe).

r——1—

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.3.

1.2.2. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z=a, y

explicar su relacion con los maximos relativos de la funcion.

(Junio 00)

- Solucién:

La solucién de este ejercicio puede verse en cualquier libro.
1.2.3. Calcular la derivada en el punto = = 1 de la funcién f(z) = z~/?inz.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada y después sustituiremos x = 1 en la funcién obtenida.
1 1
oy L —3/2 —1/24
T)=—==x Inx +
7'@) =~ a2
Sustituyendo obtenemos:

1
()= -5 173214172 1=1

1.2.4. Dadas las funciones f(z) = 22 + 7 y g(z) = senx + cosz, calcula la derivada en
x =0 de las funciones f(g(x)) y g(f(x)).
(Junio 01)
- Solucién:
Tenemos dos formas de resolver este ejercicio. La primera consiste en calcular las composiciones

requeridas y posteriormente derivar, y la segunda en derivar aplicando la regla de la cadena. Veamos

la primera en ambas funciones:

f(g(z)) = (senx + cosx)? + 7 = sen’x + cos®x +2senxcosx + T = sen2x + 7 + 1
—_———
1

Si derivamos esta expresion tendremos:

[(fog)]' (z) = [f(9(x))] = 2cos2x

Sustituyendo en x = 0 resulta:

[(fog)]" (0) =2

Por otro lado, la otra composicién nos daria:

g(f(x)) = sen(x? + 1) + cos(x? + )
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Derivando obtenemos:
[(gof)] (x) = 2zcos(z® + 1) — 2zsen(x? + )
Subtituyendo en z = 0 el resultado obtenido es:
[(gof))' (0) =0

Veamos ahora el otro método para la resolucién del ejercicio. Lo haremos a modo de ejemplo

s6lo en el primer caso. Segin la regla de la cadena
[(fog)]' (z) = f'(g(x)) - ¢' (z) = 2(senz + cosz)(cosz — senz)
Si sustituimos en z = 0 nos quedaria:
(fog)]' (0) = 2(sen0 + cos0)(cosO — sen0) = 2

Obtenemos, obviamente, el mismo resultado.

1.2.5. Entre todos los rectangulos de area dada ;cuil es el de perimetro minimo?

(Septiembre 01)
- Solucién:
Vamos a buscar una funcién a minimizar (que dependera en un principio de dos variables) y
una igualdad que ligue las variables. En nuestro caso son:
24 222424
P(z,y) = 2x+2y :>P(33)=233+7:T
_ A
A=y L =y=T
x

Vamos a derivar la funcién obtenida:

Cdwex— (202 +24)  4x? — 227 — 24 227 —2A

/
P'(z) 22 22 22

Igualando la derivada a cero obtenemos:

222 — 24

= =0=222 - 2A=0=—= 122 =A=—=3=4+VA
X

De las dos obtenidas sélo vale la positiva. Vamos a calcular la segunda derivada para ver que
hay un minimo.

_Aw-a® - 2z(22? — 24)  4ad —4ad + 44z 4Ax

P// (x) 1 I

x X

Sustituyendo el valor de x obtenido tenemos:

P (V) = gt

luego hay un minimo. Sustituyendo z = v/A en (1) podemos calcular y.

xzﬂz&yzfz:\/z
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Se trata por tanto de un cuadrado de lado v/A.

1.2.6. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto z = a y

explicar su relacion con el crecimiento de la funcién.

(Junio 02)

- Solucioén:

La respuesta puede encontrarse en cualquier libro.

1.2.7. Representar la grafica de la funcién f(z) = 2z + (27)~!, determinando los in-

tervalos donde es creciente.

(Junio 02)

- Solucién:
.. -1 1 472 +1
Nuestra funcién podemos ponerla f(z) = 2z + (22)~! =2z + w9 .
T T

Vamos a buscar algunos datos para poder representarla.
Es evidente que el dominio de la funcion es Domf = R — {0}. También es obvio que tiene una
asintota vertical en = = 0, que no corta al eje X, ni al eje Y.

Vamos a estudiar la derivada.

8z-2r—2-(42?+1) 162® — 822 -2 8z*—2
B 42 B 422 C 4x?

f'(=)
Igualando a cero tenemos:

8z% — 2 9 5 1 1

Vamos a estudiar el signo de la derivada para especificar donde crece y donde decrece, asi como
los méximos y minimos, si los tiene.
| (=00, =1/2) | (=1/2,0) | (0,1/2) | (1/2,4o00)
- - - +
/ \ N\ /

82 —2
42

Para afinar la representaciéon puede hacerse una pequena tabla de valores, viendo la representa-

cién en la figura 1.4.

Figura 1.4: Representacion grafica de la funcion f(z) = 2z + (22) 7!
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En cuanto al crecimiento y decrecimiento, asi como del estudio de la derivada, concluimos:
- Crece — (—o00,—1/2) U (1/2, +00).
- Decrece — (—1/2,0) U (0,1/2).
- Maximo — (—1/2,-2).
- Minimo — (1/2,2).
1.2.8. Representar la grafica de la funcién f(z) = 23+273, determinando sus extremos
(maximos y minimos relativos).
(Septiembre 02)

- Solucién:
Nuestra funcion escrita en forma de fraccion es:
1 2641

3,.-3_.3
= + [ = + =
fl@)=a"+x @’ + =

Es evidente que su dominio es Domf = R — {0}. Ademas la funcién es impar, pues:

—2)84+1 a%+1 2% +1
((—)x)3 T3 T 3 = —f(z)

fl=z) =

Vamos a ver los puntos de corte con los ejes:
- Eje X — Hacemos y = 0.

6

+1
a: 3 =0=—=2%41=0= No corta.
T

- Eje Y — Hacemos = = 0. En este caso no corta, pues x = 0 no pertenece al dominio.

Vamos a calcular la primera derivada para hallar los maximos y los minimos.

/

y:

62°.2% — 322 (:106 + 1) 6% — 3% — 322 3% — 322
26 26 26
Si igualamos a cero resulta

328 — 322

p: =0=3"-32>=0=32?(2"-1)=0=

x = 0 = No pertenece al dominio.
2 -1=0=20=1= =41

Vamos a estudiar el signo de la derivada y asi podemos decidir los maximos y minimos.

| (o0, ~1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)

328 — 322

p - - - +

/ N\ N\ /
De aqui deducimos que la funcién tiene:
- Un méaximo en el punto (—1,—2).

- Un minimo en el punto (1, 2).



10 1. Andlisis

Es facil observar que la funcion tiene una asintota vertical en la recta x = 0 y que no tiene
asintotas ni horizontales, ni oblicuas.
Puede hacerse una tabla de valores para afinar més la representacion grafica, pero no la haremos

aqui. La representacion grafica pedida podemos verla en la figura 1.5.

Figura 1.5: Representacion grafica de la funciéon f(z) = 23 + 273

1.2.9. Enuncia la regla de L’Hépital y calcula el limite

Y 1 — cos(2mx)
r—1 (Qj — 1)2

(Septiembre 02)

- Solucién:

La parte teorica de la pregunta puede verse en cualquier libro. Vamos a resolver el limite.

0

~ lim 2712 cos(2mx)
r—1 1

lim =272

a—1  (z—1)2

1 — cos(2mx) _ m _ gy Amsen(2mz) _ m

7er111 Z(x—l) 6

1.2.10. Representar graficamente la funcién f(z) = ¢* — ez, determinando sus extre-
mos relativos (maximos y minimos relativos). ;Existe algtin valor de z en

que f(x) sea negativo?

(Junio 03)

- Solucién:

Vamos a empezar, como siempre, por ver su dominio.
- Es evidente que el Domf = R.
- Veamos ahora los cortes con los ejes:

e Eje X. — Hacemos y = 0.

e —exr=0—=c"=exr=—=zx=1

e Eje Y. — Hacemos x = 0.

f(0)=1

- Vamos a realizar la derivada, la igualaremos a cero y la estudiaremos la misma.

fllz)=e"—e=0=¢"=e=x=1
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También se puede observar de forma sencilla que no va a tener asintotas.

Para afinar la representacion vamos a hacer una tabla de valores:

| -1 01 2 3
y|300 1 0 195 11.93

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.6.

Figura 1.6: Representacion grafica de la funcion f(z) = e* —ex

En cuanto al interrogante que nos hacen la respuesta es evidente viendo la grafica, pero también
puede razonarse si tenemos en cuenta que tiene un minimo en el punto (1,0). La respuesta obvia

€S 1no.

1.2.11. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 — 22 que sea paralela a la

recta de ecuacion 2z + y = 4.
(Junio 08)

- Solucién:

Como es paralela a la recta 2z 4+ y = 4 la ecuacién de la recta que buscamos tiene que ser de la

forma 2z + y = k y de aqui deducimos que su pendiente tiene que ser m = —2.

Vamos a ver donde tiene la funcién y = 2 — 22 una recta tangente con pendiente m = —2.
myg = fllz)=-20=-2=2=1

Luego el punto en el que se produce la tangente es f(1) =2—-1=1= (1,1).

Por tanto, para calcular k basta con sustituir el punto en la ecuacién de la recta 2x + y = k.
2r+y=ken(l,1) =24+1=k= k=3

Luego la recta buscada es
20 +y =3
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1.2.12. Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y un circulo.
Determinar el lado del cuadrado y el radio del circulo para que la suma de

sus areas sea minima.
(Septiembre 03)
- Solucién:

Para plantear el problema buscamos una funcién a minimizar (que estara en funcion de dos

variables) y una ecuacuén que ligue las variables. Estas ecuaciones son:

A(l,7) = I? + 7r? = Ecuacién a minimizar.

4l + 2mr = 2 = 2l + mr = 1 = Ecuacién que liga las variables.

Vamos a despejar [ en la tltima ecuacién, resultando:

_l—mr

[ =
2

Sustituyendo en la primera tenemos:

A(r) =

1—7r 2+ ,.271+7727"2—27rr+ o 1+7%r? — 277 4 4ar?
B wTrT = 1 wrT = 4

(72 + 4m)r? — 2mr + 1
4

Derivando la expresiéon obtenemos:

(7% +4m)yr — 7

A(r) = )

. [Z(ﬂ2 +4m)r — ZW] =

S| =

Igualando a cero resulta:

2
Am)r —
WZOﬁ(7T2+47r)r—7r:0:>(772—|—477)r:7r:>
1
= (r+4d)r=1=r= u
T+ 4

Si hacemos la segunda derivada resulta:

A'(r) =

w2 +4dn .
— > 0 para cualquier valor de r.
En consecuencia para el valor de r que nosotros hemos calculado la funcién tiene un minimo.

Vamos a calcular [ sustituyendo en la igualdad (1.1).

R s = G k> S e b SN 2

2 2 2r+8  2r+8 m+4d"

1.2.13. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcién f(z) = e®272.

(Septiembre 03)

- Solucién:
xT

e
Nuestra funcién es f(zr) = —;. Su derivada por tanto sera:
x

e®r? — 2ze”  we®(r — 2)

/@) = -

x4 x4
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Vamos a estudiar su signo. Calculamos para ello las raices del numerador y del denominador.

- Raices del numerador:

z=0.
ze’(x —2)=0=

e* = 0 = No tiene solucion.
r—2=0=—x=2.

- Raices del denominador:
r=0=2=0.

Con los valores obtenidos construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada

| (—00,0) | (0,2) | (2, +00)
xze®(z — 2)

Por tanto es negativa en el intervalo (0, 2).

1.2.14. Determinar el mayor drea que puede encerrar un triangulo rectangulo cuyo
lado mayor mida 1 metro.

(Junio 04)
- Solucién:

La figura 1.7 nos muestra la idea.

Figura 1.7: Visién gréfica del problema

Nosotros iremos moviendo la hipotenusa (lado mayor) haciendo variar z e y.

Necesitamos pues una funcién a maximizar (el area) y otra que ligue las dos variables. Dichas
ecuaciones son:

A(r,y) =

x.
7@/ (Funcién a maximizar)
z? +y?

1=y =+v1-— 22 (Ecuacion que liga las variables)

Por tanto, si sustituimos la y en la primera funcién obtenemos:

. )
AQg) = V=27 v;w:%.x.,ﬁ_ﬁ

Vamos a derivar para ver los puntos que anulan dicha derivada. Entre estos valores se encuentran
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los méaximos y los minimos.

Aw) =3 1z2+;§%} ;[1¢fz_—;] 2%

Igualando esta expresién a cero tenemos:

1— 222

2v/1 — 22

Para ver que tenemos en ese punto un maximo vamos a estudiar el signo de la derivada a ambos

— r =

N | =
S
)

=0= 202 +1=0=222=1= 2% =

lados del ntumero. )
Tenemos que A’(0) = 5> 0y A'(0'8) =

En conclusién tenemos que:

/

< 0 y por tanto hay un maximo.

12

1.2.15. Si la grafica de una funcién f(z) es:

representar aproximadamente la grafica de la derivada f'(z).

(Junio 04)

- Solucién:

Observando la grafica tenemos que la funcién tiene las siguientes caracteristicas:
- Crece en (—o0, —1) U (1, 400) — Luego ahi f'(z) > 0.

- Decrece en (—1,1) — Luego ahi f/(z) < 0.

- Tiene un maximo en (—1,1) = f/(-1) =0.

- Tiene un minimo en (1,—-1) = f’(1) = 0.

- Es convexa en (—00,0) = f”(z) < 0 = [’ es decreciente en (—o0,0).

- Es concava en (0, 4+00) = f’(z) > 0 = f’ es creciente en (0, +00).

- Hay un punto de inflexién en x = 0 como conclusién de los puntos anteriores, por tanto tiene

un minimo en x = 0.

Con todos estos datos tenemos que la gréfica podria ser la que vemos en la figura 1.8.
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y=F(x)

N

Figura 1.8: Representacion aproximada de la funcién buscada

1.2.16. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y
tal que un lado de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes

de sus lados para que el area total de sus 6 caras sea minima.

(Septiembre 04)

- Solucién:
Queremos minimizar el area total. Dicho 4rea es la suma de las areas de las seis caras. En el

figura 1.9 podemos ver que este area es:

2x
Figura 1.9: Visién gréfica del ejercicio

Az, h) = 2.(22.h) + 2.(h.x) + 2.(2z.x) = 4xh + 22h + 422 = 42° + 6zh
Para ligar las variables tenemos el volumen que cumple

V:Ab.h:Qx.m.h:Qx?h:g:m:i
212

Por tanto la funcién area queda:

3 2 423 + 2
A(x):4x2+%i:4x2+ 7_L7

I e x
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Si derivamos tendremos:

12222 — (42® +27) 1223 — 423 —27 823 —27

Al(z)

Por tanto, la derivada se anula cuando 823 — 27 = 0. De aqui deducimos que:
3 3 3_ 27 :

82° —=21=0= 82" =2T= = :§:>x: §:§dm.

Si estudiamos el comportamiento de la derivada en puntos proximos al obtenido vemos que se

trata de un minimo.

-19 37
En conclusién tenemos que x = 3 = h= 9 = 36 =2d
2 St
4

Y estos eran los valores buscados.

1.2.17. Determinar los puntos de la curva plana y® = 2z en que la recta tangente es
perpendicular a la recta y + 6z = 0.

(Septiembre 04)

- Solucién:
La curva de la que hablamos tiene ecuacién y® = 2r = y = 2z = (2:5)%. Por otro lado
-1 1

tenemos que la recta es y + 62 = 0 = y = —6x = m = —6.

De aqui deducimos que la perpendicular tiene por pendiente m;; = — = 5
m

1
Vamos a ver en que puntos tiene la curva pendiente 5 Para ello derivamos la funcion y la

igualamos a 5

1 2
/ - _2/3 — =
4 _3(296) 2 3V/4x? "
2 1 : = =
S 3Vl =12= Va2 =4 = 42> =64 = 2> =16 = 1 = +4

3v/4x2 G

Por tanto, los puntos buscados son P;(4,2); Po(—4, —2).

1.2.18. Hallar la derivada en z = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = (1+x)"t.
(Junio 05)

- Solucién: )

Tenemos que f(z) = (1+ )"t = lJlrz = f'(x) = T+2)2

Es obvio que f(0) = 1, que f'(0) = =1y que f'(1) = —.
Aplicamos la regla de la cadena:

1.2.19. Representar graficamente la funcion f(z) = z—2senz en el intervalo —7 < z < T,

determinando sus extremos (maximos y minimos relativos).

(Junio 05)

- Solucién:
Tenemos la funcion f(x) = x — 2senx en el intervalo —m < x < 7
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Es obvio que el dominio de esta funcién es todo R. También es evidente que no hay asintotas.
Vamos a estudiar la derivada:

1
f’(x):1—2005x:0:>—2cosx:—1:>cosx:§:>$:gyx:—g
|(m=3) | C53) | G7)
T, —= - -,

3 3’3 3’

1 — 2cosx + - +

/! N /

De este estudio deducimos que hay un maximo en z = I y un minimo en x = T
Para representarla tendriamos que hacer una tabla de valores:
zlo0 2 -2 3 -3 -—a/3 x/3

y‘() 0’18 —0'18 271 —-2'71 068 —0'68

Su representacion grafica seria:

Maximo 1

Ry T % 3

-1 Minimo

f(x)=x-2.senx

1.2.20. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial. Usarlo pa-

ra demostrar que para cualesquiera ntmeros reales r <y se verifica que

cosy — cosr <y — x.

(Septiembre 05)
- Solucién:
El enunciado del teorema puede encontrarse en cualquier libro.

Vamos a considerar la funcién f(x) = cosz que es obviamente continua y derivable en todo R,
y por lo tanto lo serd en cualquier intervalo [z,y]. En consecuencia:

COSY — COST

y—x
Ahora bien, f'(z) = —senz = f'(¢) = —senc = f'(¢) < L.
De aqui deducimos lo que queriamos:

Jee(zy) / flo)=

COSY — COST

<1=>cosy—cosx <y—=zx
y—x

1.2.21. Hallar la derivada en el punto x = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = senz.

(Septiembre 05)
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- Solucién:

Vamos a realizar la derivada por la regla de la cadena:
[(Fof)] (0) = £ (f(0)) - f'(0) = cos(sen(0)) - cosO = cos0 - cosO0 =1-1=1

1.2.22. Calcula

., 1+x—¢€"
lim —
z—0 sen“x

(Junio 06)
- Solucién:
Vamos a resolver el limite por la regla de L'Hoépital.
, 14z —e" 0 , 1—e€" , 1—€" 0 , —e* -1
Ilm ———=|-|=llm——— = 1im =|=| =lim = —
z—0  sen?zx 0 z—0 2 senx cosr  z—0 sen2x 0 z—0 2c082x 2

1.2.23. Define el concepto de méaximo relativo de una funcién f(z) y enuncia su

relacion con las derivadas sucesivas de f(z).

(Junio 06)

- Solucién:

Es una pregunta teérica que puede encontrarse en cualquier libro.

1.2.24. Dada la funcién
senx + sen(z + 1)

fx) =

cosx — cos(x + 1)
en el intervalo 0 < x < 27, calcula su derivada, simplificaAndola en lo posible.

.Es constante esta funcién f(x)?

(Septiembre 06)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada que nos piden.

() = [cosz + cos(x 4+ 1)] - [cosz — cos(x + 1)] — [senx + sen(x + 1)] - [—senz + sen(z + 1)] _
[cosz — cos(x + 1)]?
cos’z — cos®(x + 1) + sen®x — sen®(x 4+ 1) 1-1 B
[cosx — cos(x + 1)]° [cosz — cos(x + 1)]°

De esto deducimos que la funcién es constante, pues su derivada es cero para cualquier valor de

1.2.25. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién f(z) = (1+22?)"'2. A partir de los resultados obtenidos,

dibuja la grafica de la funcién f(x).

(Septiembre 06)

- Solucién:

5- Es evidente que su dominio es todo R, pues no se anula el

Nuestra funcién es f(z) = i a2
x

denominador.

Vamos a hallar las asintotas.
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- Asintotas verticales: Como no se anula el denominador no hay asintotas verticales.

- Asintotas horizontales:

X
it =0.
¢ w—1>r-ir-1<>c 1+ 22

7. 7z _x
e lim — = lim —
z——oc0 |1 +x z—+oo 1 +

=0.
Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal tanto en +00, como en —oo.
- Asintotas oblicuas: Al tener asintotas horizontales no tiene oblicuas.

Vamos a estudiar su derivada:

_1—1—952—235.56_1—1—332—2302 —z2 41

@ =—G5mp =~ rar G oy

Veamos para que valores se anula la derivada:

—2?+1

_ 2 _ 2 _ _

Estudiemos su signo para ver el crecimiento y el decrecimiento:

| (—o0, 1) | (=1,1) | (1, +00)

-7 +1
(14 22)2

+ —
\ / \
De aqui deducimos que:

- La funcion crece en el intervalo (—1,1).

- La funcion decrece en (—oo, —1) U (1, 4+00).

1
- La funcion tiene un méaximo en el punto (17 2).

1
- La funcién tiene un minimo en el punto (—1, —2>.

- También es evidente que corta a los ejes en el punto (0, 0).

Por tanto su representacién grafica la podemos ver en la figura 1.10.

x
1+ 22

Figura 1.10: Representacion grafica de la funcion f(z) =
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1.3. Integral. Calculo de aAreas y voliimenes

1.3.1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ 22lnzdz
1

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a comenzar calculando una primitiva por partes.

u = Inx E du:%dx

2
3 o 3 3
/Jchnxdx:glnx—/xg-¢dx=zlnx—mg

Luego:

2 3 372
9 T T 8 8 1 8 7
nede =S ine -2 = (Sm2-S) — (0 =) =Sm2 -~
/1 zlnx dx [ iz~ ]1 (3 n 9) ( 5 3in2—g
1.3.2. Calcular el area limitada por la parabola y = /222, la circunferencia 22 +y2? = 1

y el eje OX, que aparece rayada en la figura .

A
/

(Junio 00)

- Solucién:

Por lo que observamos en la figura del enunciado, nos piden que de la circunferencia consideremos
la rama positiva, es decir, tomaremos y = v1 — z2.

Es obvio que el drea hay que dividirla en dos trozos, como podemos ver en la figura 1.11.

Vamos a calcular los puntos de corte:
V2l =\1-22 =2t =1-2> = 22" + 22 -1=0
Se trata de una ecuacién bicuadrada, por lo que hacemos z = x2 y resolvemos.

2:24+2-1=0
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Figura 1.11: Representacion detallada del area buscada

— — = — —> = —— =
L 114\/1—#8: ET I 1 3 =—%= 7

4 —-1-3
z22

Luego el area buscada, segin vemos en la figura 1.11 es:

V2/2 1
A=A+ A; = V2ridr + V1 —22dz
0 V2/2

Vamos a calcular cada una por separado, calculando previamente una primitiva en cada caso.
V2
/ V2a22dr = ?1:3

Por tanto,

V2/2 2
A = V2x2de = [\3[333
0

u2

f”_ﬁm
8

T3

=

0

Por otro lado tenemos:

/ V1—x2dx
Vamos a utilizar el cambio x = sent para resolver la integral indefinida.

r = sent
dzx cost dt

/ V1—22de = / vV 1 — sen?t cost dt = /003215 dt

1 2t
Si aqui cambiamos cos’t = 3 + CO; tendriamos:
1 n cos2t gt lt n sen2t 1 n sen2(arcsent)
Z == = —arcsent + ———
2 2 2 4 2 4

Por tanto:

! 1
1 2
Ay = / V1 - 22dy = [QCmm | sen2arcsena) ]

V2/2 4 V2/2 -

G- (5+3)-F- 4
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En consecuencia:

1 _4+431-6_3m-2 ,

A=A+ = 24 24

+

ool 3
N

1
6
1.3.3. Determinar una funcién f(r) cuya segunda derivada sea f”(z) = ze®.

(Septiembre 00)

- Solucién:
Habra que calcular una primitiva de la funcién que nos dan, que serd, f’ y posteriormente calcular

otra primitiva de ésta, que sera la funcién que buscamos. La integral se calcula por partes:

Por tanto:

f(z)= /me”daz = ze” — /e”daz =ze® —€”

Hacemos de nuevo la integral de la funcién obtenida.

/(ﬂce"c —e%)dr = /xe”da: - /exdaz =ze® —e¥ —e® = xe® — 2e”

La funcién buscada es:
f(x) = ze® — 2e”

1.3.4. Calcular, con el cambio de variable > = z + 3, el valor de:

/'6 xdx
1 VT + 3
(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva utilizando el cambio indicado:

tP=zr+3 = z=t*-3 = t=+zr+3
2tdt = dx

Realizando la sustitucion:

t2 — 3) 2tdt 23 — 6t 23 2 3)3
/( ) :/ 6dt:/(2t2—6)dt:—6t:($+)—6\/x+3

t t 3 3

En consecuencia:

6 adr 2y/(x + 3)3
- — 6V +3
/1 v +3 3 vt

 54-54-16+36 20

3 3

() (39

1

1.3.5. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana limitada

por la parabola y = 3ax? + 27, la recta y = 0 y la recta = = a tiene area (a® —1)2.

(Junio 01)
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- Solucién:

La figura 1.12 nos muestra una vision grafica del problema planteado.

Figura 1.12: Representacion detallada del area buscada

Como a > 0 la funcién y = 3ax? + 22 corta al Eje X en 2 = 0 y en z = ~3a (que sera un
a
namero negativo).

Luego el area buscada es la que aparece sombreada en la figura 1.12. Por tanto, tenemos que:
/ (3ax? + 2x)dx = (a® — 1)?
0

Ahora bien,
/ (3az? 4 22)dx = [az® + zZ]g =a* +a?
0

En consecuencia:

ol
3
1
a==24/=
3
1 1 3
Como tiene que ser positivo el valor de a, tenemos que a = /= = — = £
3 V3 3
1.3.6. Calcular el valor de:
/ L yde
2
) €°
(puede hacerse con el cambio de variable t = —22 y con el cambio de variable
t=z?).
(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a calcular una primitiva. Para ello vamos a utilizar el cambio ¢t = 2.

t =1 = dt = 2zdx

Sustituyendo tenemos:

"1 -1 -1 __:
—dt=——et= e
2et 2 2



24 1. Andlisis

/1 edr  [-1 21" -1 1
- = |—e = —+=
0 ev’ 2 0o 2 2

1.3.7. Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva y =2 —2 y

Por tanto:

su tangente en el punto de abscisa z = 1. Calcular su area

(Septiembre 01)
- Solucién:

Vamos a calcular primero la recta tangente. Vamos a calcularla mediante la ecuacion punto-
pendiente. El punto lo obtenemos sustituyendo en la funcién « por 1. Dicho punto sera P(1,0).

La pendiente de la recta tangente se obtiene sustituyendo en la derivada de la funcién:
fllz)=32" —1=my,=f(1)=3-1=2
La ecuacién de la recta sera:
y—0=2z—-1)=y=2c—-2

A continuacién representaremos la zona que nos piden. Para pintar la recta basta con hacer una
tabla de valores, pero para pintar la funcién serd mejor estudiar su derivada. Vamos a calcularla y

estudiaremos su signo para ver el crecimiento y los maximos y minimos.

P

1
f'(x):3x2—1:>3x2—1:O:>x2:§:>x::|:?

Estudiamos el signo:

| (—o0,—v/3/3) | (—v/3/3,v/3/3) | (V3/3,+0)
+ - +
/ /

32 —1

N

Luego:

- Crece — (—00, —V/3/3) U (V3/3,+0).
- Decrece — (—v/3/3,/3/3).

- Méximo — (—+/3/3,0'38).

- Minimo — (v/3/3,-0'38).

Es evidente que se trata de una funcién impar y por tanto corta en el (0,0). La representacion

grafica podemos verla en la figura 1.13.

Vamos ahora a calcular el area. Hallamos los puntos de corte de la funcion y la recta.

P o—r=20-2=2-32+2=0

Buscamos una raiz por Ruffini.
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Figura 1.13: Representacion detallada del area buscada

Calculamos después las otras dos:

PHr—-2=0=1z=

—11\/1+8—1ﬁ:3{ z=1
: _ -

2 T=-2
Luego los limites de integraciéon son x = —2 y x = 1. Vamos a calcular el area.
' ! zt 322 !
A:/ [(m3_x)—(2$—2)]d$:/ (x3_3x+2)dx:|:_+2m] _
-2 -2 4 2 )

(13 103 . 1-6432 27 ,
_(4 2+2> U=6-A) = -5+8=——="u

1.3.8. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su relacién con el

concepto de integral definida.

(Septiembre 01)
- Solucién:

La solucién a este ejercicio podemos verla en cualquier libro.

1.3.9. Representar graficamente la figura plana limitada por las parabolas y = 4 — 22,

y = 22 — 4. Calcular su area.

(Junio 02)

- Solucién:
Las funciones que nos dan son dos parabolas cuyas representaciones graficas podemos verla en
la figura 1.14.

Vamos a calcular los puntos corte.
P —4=4-2"=2"-8=0=2"=4= 1 =42

Calculemos ahora el area:

A:/2 [(4-a?) = (@~ )] do= |

—2 —2

~16 16 32 64
=(—+16) - (= -16) =32 = = — o2
(3 + ) (3 ) 33"

2 —2x3

2
(—2302 +8) dx = [ + 833} =
-2
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Figura 1.14: Representacion grafica de la regién pedida.

1.3.10. Calcular el valor de la integral

1
/ re Ydx
0

(Junio 02)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Esta integral hay que resolverla por partes.

Por tanto:
/1: e Vdr=—xe "+ /e_"c der=—xe % —e "

Retomamos la definida y tenemos:

1
/ ze " dr=[-ze " —efm](l) =(—et-e)+l=—"+1=
0 e e

1.3.11. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién donde la
coordenada x es positiva, por la recta x = 1, la hiperbola xy = 1, y la recta

6y —x 4+ 1 = 0. Calcula su area.

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a representar la region pedida haciendo una tabla de valores para cada caso:

a) Para la hipérbola zy = 1 valdria:

z|01 05 1 2 3
yl1w0 5 1 12 173

b) Para la recta bastarian dos puntos:

| 0 3
y|-1/6 1/3
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La representacion grafica podemos verla en la figura 1.15.

Figura 1.15: Representacion grafica de la region pedida.
Vamos a buscar los puntos de corte de las dos graficas.

¥y o= 1 y=1
7Y ]:> oy — (6y+1)y=1=6y>+y—1=0

r=06y+1

6y—xz = -1

Resolviendo la ecuacién tenemos:

1
_—lEV1+424 145 ) Y= 75

V= 12 Sz ), oL

3

Sustituyendo cada valor de y obtenemos uno de zx.
1 .
y:_§ — x=-3+1=—-2=— No nos sirve.
1

Por tanto, mis limites de integracién son x =1y =z = 3.

Observando la figura 1.15, podemos calcular el area de la siguiente forma:

3 2 3
1 z-1 T T 9 6 1 2
- de=|ne— = 42 = (m3- 2 4+2)—(0-—+2)=
/1 (x 6 ) v [m 12+6]1 (”3 12+12> <O 12+12>

L5
—ln3—ﬁ—ln3—§u

1.3.12. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z* + 1)_1 z que se anule en z = 2.

(Septiembre 02)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida y despues calcularemos el valor de la constante que hace

que se anule en z = 2.

/%de:%ln(xz—i—l)—kk

Si hacemos = = 2 resulta: )
§Zn5+k:0:>k:—ln\/g
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1.3.13. Representar graficamente el recinto plano limitado por larectay =2 -2y

la parabola de ecuacién y? = z. Calcular su area.

(Junio 03)

- Solucién:
Son funciones suficientemente conocidas, por lo que con una tabla de valores se pueden repre-
sentar. S6lo hay que tener en cuenta que de la pardbola hay que considerar las dos ramas. La

representacion pedida la podemos ver en la figura 1.16.

Figura 1.16: Representacion grafica de la regién pedida.
Vamos a hallar los puntos de corte.

2 _
y=_ ) —r=0-2 =c=0do+4d= 2" -br+4=0—=
y=1—

T

5E+v25-16 OS5%£3 =4

2 2

Vamos a calcular el area. Observando la grafica de la figura 1.16 vemos que hay que descomponer

el area en dos trozos (A; y As).

4

[Vz — (v —2)]dz = / 2v/xdx+

0

1 1 4
4V 3 2vVad 2 4 16 16
s — x4 2] dr = - 42| =4 (== -
+/1[\/a7 x4+ 2| dx [SLJF[B 2+x]1 3+<3 2+8>

A=A1+A2=/01 [f—(—\/i)}dm/l

T S I S 202,
3t3 3 83T 6 6

_(2 1+2>_4 16 16 2 1 843248 +48—-4+3-12 27 ,
3 2 B -

1.3.14. Calcular el valor de la siguiente integral, donde In denota el logaritmo ne-

periano:
2

(Junio 08)
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- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Para eso vamos a hacer el cambio:

t = lInx
1
dt = —dx
x
Tenemos por tanto
dx dt
—— = | — =In|t| = In]in|z||
zlnz t

Por tanto:

2

¢ dx 2 9
= [In|ln|z||]]. = In|inle’|| — In|lnle|]| = In2 — Inl = In2
. xz(lnx) €

1.3.15. Calcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de variable
t=e""):
Lode
/0 e* 41

(Septiembre 03)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Aplicamos el cambio aconsejado:

3 1
t=e"% — €z:;
dt = —e %dr — de_Tdt
" d —dt dt
Jai=] = s = e
€ t(f—kl)

Por tanto:

bode el 1
/ =[-ln|l1+e |]Oln<1+e>+ln2

0 et + 1
1.3.16. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva y = e%, su
recta tangente en el punto de abcisa z = 0, y la recta = 1. Calcular su area.
(Septiembre 03)
- Solucién
Vamos a calcular en primer lugar la ecuacién de la recta tangente a la curva en x = 0. Sabemos

que dicha recta pasa por (0,e%) = (0,1) y que su pendiente es my, = f/(0) = e = 1.
Por tanto la ecuacién de dicha recta es:

y—1l=1z-0)=y=ax+1

La representacion grafica podemos verla en la figura 1.17.
En la gréafica puede verse que no hay mas punto de corte que z = 0, por tanto el area que

querernos es:

A:/Ol[e“”—(a:—s—l)]dx:/ol(ez—x—l)dm: {ez—x;—xﬁz(e—;—l)—lz
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Figura 1.17: Representacion grafica de la regién pedida.

1.3.17. Definir el concepto de primitiva de una funcién. ;Existe alguna primitiva

de la funcién f(z) = 27! que no tome ningiin valor positivo en el intervalo
1 <2 <27

(Junio 04)

- Solucién:
El concepto tedrico puede encontrarse en cualquier libro. Vayamos a lo practico.
1
Tenemos la funcion f(z) =271 = —.
x

Si hayamos las primitivas de la funcién nos sale:
1
—dzr =Inz+k
x

La gréfica de y = Inx podemos verla en la figura 1.18.

Figura 1.18: Grafica de y=In x y de y=In (x-3)

Como sabemos, k desplaza verticalmente dicha grafica, por tanto, si a k le doy, por ejemplo, el
valor -3, es decir, f(z) = lnz — 3, la grafica se desplazara 3 unidades hacia abajo, resultando la
grafica de la derecha de la figura 1.18.

Hay que tener en cuenta que la funcién y = Inz es una funcién creciente y que Inl = 0y
In2 = 0'693147..., por tanto y = Inx — 3 sera negativa en todo el intervalo (Observar la grafica de

la derecha la figura 1.18). De hecho bastaria con tomar k < —In2.
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1.3.18. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién donde la
abcisa z es positiva, por la curva y = 23+ 2 , y por la recta y = 22. Calcular

el area.

(Junio 04)

- Solucién:
Tenemos que las funciones que encierran el drea son y = 23 + 2 é y = 2x. Para representar
y = x3 4+ x bastara con calcular sus méximos y minimos, los puntos de corte con lo ejes v, si es

necesario, una tabla de valores.

Vamos a empezar hallando los puntos de corte con el eje X haciendo y=0.

=0
P rr=0= v . .
22 +1 = 0 = No tiene solucion

Vamos a ver donde se anula su derivada:
y =322 4+ 1= 322+ 1 = 0 = No tiene soluciéon

La gréfica de las dos funciones podéis verla en la gréfica 1.19

Figura 1.19: Visién grafica del problema

Vamos a hallar los puntos de corte de las dos funciones:

z = 0.

Prr=2r=—=2-2=0=2-(2"-1)=0=
> —1=0= 1z ==+l

Vamos a calcular el area, que serd el comprendida entre 0 y 1 por las dos funciones. Como la

recta estd por encima ponemos:
1 1 2 471
1 1 1
A:/o [2m—(x3+x)]dx=/o (z—2°)de = VQ—Z} =5-1°1 u?

1.3.19. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer cuadrante

(x >0,y > 0) por la recta y = z y la curva z = y3. Calcular su area.
(Septiembre 04)
- Solucidn:

Tenemos que (z > 0,y > 0), es decir, el primer cuadrante. Tenemos también la funcibn y =z y

la funcién z = 3 = y = Yx.
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Figura 1.20: Representacion detallada

El area que queremos calcular es la que nos muestra la figura 1.20. Buscamos los puntos de corte
de ambas funciones:

z=0

r=Vr=21t=2r—=2>-2=0=
Ve {x2—1:0:>x::t1

Como z > 0;y > 0, sobra la raiz x = —1 y tenemos que:
1 1
1 1 2 2 H 2
. 3 3 1 1
S L A G R e e I s
0 0 3 0 0
1.3.20. Calcular el valor de la siguiente integral:
2 P
/ zv/22 — ldx
1
(puede hacerse con el cambio de variable 2% — 1 = ¢3.
(Septiembre 04)
- Solucién:
Vamos a resolver primero la indefinida.
Hacemos el cambio que nos recomiendan:
B=22-1 = t=va2-1
3t2dt = 2zdx
Por tanto:
1 : 3 3t 33/(22 — 1)*
/x?/ﬁ—ldx:i/?,t?{/ﬁdt: §/t3dt:§Z+k:%+k

En consecuencia tendriamos:

3 8

2
2 3 2714 3 3
/:L»:"’Tm;cr"/(% )1 _ 381 _ 93
1

1

1.3.21. Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas y = €%,

y=e %,y por la recta x = 1. Calcular su area.

(Junio 05)



1.8. Integral. Cdlculo de dreas y volimenes 33

- Solucién:

Vamos a representar las funciones haciendo una tabla de valores:

-2 -1 01 2

y‘e‘2 el 1 e €2

y:em,:

;L"—Q 10 1 2

y‘ e -1 —2

—x

y=e

e 1 e e

La representacion grafica y el area buscada la vemos en la figura 1.21.

Il
=
x

X;

Figura 1.21: Area encerrada por las exponenciales y x—1.

Vamos a encontrar los puntos de corte:

x

=l=—=¢e"e"=1—=e=1=e"—=22=0=12=0

e*ﬂ?

Luego los limites de integracién son £ = 0 y = 1. Por tanto:

/0 (" —e ) dw = [e” —&—e‘“’]é =('+e!)-(1+1) =

1.3.22. Calcular el valor de la siguiente integral:

€l
/ n—fdx
1 T

(puede hacerse por partes).

(Junio 05)

- Solucién:
Vamos a resolver la integral como nos indican, por partes. Para ello vamos a derivar el logaritmo
y a integrar el polinomio.

1
uw = Inx — du= —dx
x

1 -1
dv=—dr = v=—
x x

Vamos a empezar por encontrar una primitiva:

—-dx = — [ ——dz= —dr = —

Inx —Ilnz -1 1 —Ilnx "1 —Ilnz 1 —Ilnz —1
2 + 2 P
T T r x T T x
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Por tanto:

¢ lnx —Inz—11° —lne—1 —lnl—1 =2
—dr = = - =—+1
1 1 e 1 e

1.3.23. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z+1)?27'/2 que se anule en = = 1.

(Septiembre 05)

- Solucién:

Tenemos que nuestra funcién es:

- (z+1)* 2 +2z+1 3/2 1/2 | .—1/2
fl@)=(z+1)22712 = = = 2%/ 4 2212 7Y
NG N

Vamos a calcular la integral indefinida:

945/2  4p3/2
/(x3/2+2x1/2+x_1/2)dx: x5 +CET+2:E1/2+I€

Segun el enunciado tiene que anularse en z = 1, por tanto:

2 4 2 4 —6-20-30 —56
C o4k = P ) W e
prgt2th=0= 5 3 15 15

La primitiva buscada es:
225/ 4gP/? 1o 56

F(z) = % 20
(@)= =5+ 3+ 15

1.3.24. Representar graficamente el recinto plano limitado por larectaz —y=11y

por la curva de ecuacion y = /x — 1. Calcular su area.
(Septiembre 05)

- Solucién:

Ambas funciones son conocidas y su representacion puede hacerse por una sencilla tabla de

valores que voy a omitir. Tras eso la representaciéon grafica podemos verla en la figura 1.22.

Figura 1.22: Representacion detallada del area buscada

A continuacién vamos a calcular el area encerrada por las dos funciones. Empezaremos por
calcular los puntos de corte para delimitar los limites de integracion.

vVe—1 = r—1
r—1 = (x—-1)?
x—1 = z2—-2z+1
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2 T =
—2? 430 —2=0=

xr=

Por tanto el area quedaria:

?"‘.f

2 r_1)03 g2
S G e Z1°

2 1 2 1 4+3-6 1 ,
— (- (cy1) =40 R 2
(3 2+2> <2+> 373 6 6"
4

1.3.25. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = z?, su

—

recta tangente en el punto (1,1) y el eje OY. Calcular su area.

(Junio 06)

- Solucién:
La funcién y = 2* es de facil representacién, basta con dar algunos valores. Vamos a calcular la
recta tangente que nos piden y posteriormente realizaremos la representaciéon de la zona buscada.

Sabemos que la pendiente de dicha recta es la derivada de la funcién en el punto, por tanto:
(@) = 42® = myy = /(1) = 4

Como la recta pasa por el punto (1, 1) y tiene la pendiente anterior, tenemos que la recta buscada

es:
y—1l=4(z—-1)=y—-1l=4dr—-4=—y=4x—-3

En consecuencia, la representacion grafica de ambas funciones y la zona pedida la podemos ver

en la figura 1.23.

Figura 1.23: Representacién grafica de la regiéon pedida.

Vamos a calcular el area que nos piden:
1

- a® 2 1 6 o
[2* — (42 —3)]de=|— —22"+3z| =--2+3=_u
0 5 .5 5

1.3.26. Halla una primitiva de la funcién f(z) = ze®.

(Junio 06)
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- Solucién:
Es una integral tipica para resolverla por partes, en la que tenemos que derivar el polinomio e

integrar la exponencial.
u=x i du=dx ]

dv=edx ; wv=¢"

/memdx = ge® — /emdx = ge® — "

No es necesario terminar el resultado sumando una constante pues nos piden una primitiva, no

todas.

1.3.27. Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funcién
f(z) = / tdt
1

(Septiembre 06)

- Solucién:
La regla de Barrow puede verse en cualquier libro.

Vamos a calcular cual es nuestra funcién:

v 21" 22 1 1 1
= tdt = |—| =" — 2 =222 -2
f(@) /1 {2]1 2 272" T2

De su ecuacién deducimos que se trata de una parabola. Para representarla vamos a calcular la

coordenada x del vértice y haremos una tabla de valores.
-b 0
Coordenada x del vértice — x = N1 0
a

La tabla de valores que utilizaremos es:

¢/ 0 -1 1 -2 2 -33
y|-12 0 0 3/2 32 4 4

La representacion grafica la tenemos en la figura 1.24

1 1
Figura 1.24: Representacion grafica de la funcion f(z) = 5332 ~5

1.3.28. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funcién f(z) = cosxz,

en el intervalo fg <z< g, y por la recta y = 5 Calcular su area.

(Septiembre 06)
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- Solucién:
La representacioén del area pedida no es complicada, pues se suponen conocidas ambas funciones.

Dicha representacién la encontramos en la figura 1.25.

/ y=cos x

Figura 1.25: Representacion grafica de la regién pedida.

Vamos a encontrar los puntos de corte que nos diran cuales son los limites de integracion.

s

1
= - = I = 4+
COST B x 3

. . 1 s
Para hallar el area consideramos la funcion g(z) = cosz — 3 Vamos a calcular una primitiva de

G(z) = / (cosx - ;) dx = senx — g

Sustituimos en los distintos puntos que tenemos resultando:

- - - 0 ,
)= iy [ R R— Y
G<2) sen(2> 5 +4 0 6

dicha funcion.

()= m(()-§= 25 onm
G(g):sen(g>—%:1—720’2146

Para calcular el area hacemos:

G (?) e <_27T> — 03424 4+ 02146 = —0'1278

e (f) -G (_;) — (/3424 + 03424 = (/6848

G (f) —G (g) — (/2146 — 03424 — —0/1278
Y el area buscada seré:

A = |—0'1278| + 0'6848 4 |—0'1278| = (/9404 v>
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1. Andlisis




Capitulo 2

Algebra

2.1. Matrices y determinantes

2.1.1. Definir la suma y el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices

que no pueden sumarse ni multiplicarse.
(Septiembre 00)
- Solucién:

La parte tedrica puede encontrarse en cualquier libro.

Como ejemplo de matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse tenemos:

1 2 3 1 3

A=10 -1 2 y B=

5 —2
1 0 3

Es evidente que estas matrices no pueden sumarse, pues no son de la misma dimensién. De

forma analoga no es dificil comprobar que no pueden multiplicarse, pues para eso es necesario que

el nimero de columnas de la primera coincida con el nimero de filas de la segunda, cosa que no

ocurre en ninguno de los casos.

2.1.2. Determinar todos los niimeros reales = para los que es positivo el determinante

3 -3 T
l—-z x+1 -1
2 0 x

(Septiembre 01)
- Solucién:

Vamos a calcular el valor del determinante en funciéon de x para luego estudiar la inecuacion

resultante.
3 ) x
l—z z+1 -1 |=3z(z+1)+6—-2x(z+1)+3z(l—2)=
2 0 x

=377+ 32 +6 — 22> — 22+ 3v — 377 = —22% + 42 + 6
Vamos a ver donde —2z2 4+ 42 + 6 > 0. En primer lugar buscaremos las raices y con ellas

39
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construiremos la tabla para estudiar el signo de la funcién.
—22° +4x+6=0=2>-20-3=0

24 VAT 12 214{ z=3
Tr = =

2 2

r=-—1
Vamos a estudiar el signo de la funcién:

| (—o0,—1) | (=1,3) | (3, +00)
—222 + 4z +6 ‘ — ‘ + ‘ —

Luego el determinante es positivo en (—1,3).

2.1.3. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde

(1))

(Septiembre 01)
- Solucién:

Empezaremos por despejar la X y después realizaremos las operaciones que sean necesarias:
AX+B=X—AX-X=-B—=(A-)X=-B=X=(A-1)"-(-B)
El dltimo paso s6lo podemos hacerlo si la matriz A — I es regular, cuestiébn que veremos a
1 1 1 1
A_T— B 0 _ 0
1 1 0 1 10

Es evidente que esta matriz es regular, pues su determinante es distinto de cero. Vamos a calcular

continuacion.

la inversa. Supongamos que dicha matriz es:

(A-ID)7' = < vy >
z T
Dicha matriz cumpliré:

(1) (1) (3 0) = (3

Por tanto, sustituyendo tenemos:

X_(A—I)1~(—B)_<(1) (1)>.<01 ?>_

2.1.4. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde

()-(2)

/-~
=)
—
OIS o =
~_ ~_

(Junio 02)
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- Solucién:
Como la matriz A es invertible (pues |A| = 1 # 0) podemos despejar la matriz X multiplicando

por la izquierda por la inversa de A.
A-X=B=A"1' A X=A'"B=X=A4"B

Vamos a calcular la inversa de A.
rz=1
1 = = —
Ty ) 2 _ 1 0 . 2e4+y=0=y 2
z t 0 1 0 1 z=0
2z+t=1—=t=1

En consecuencia:

1 -2 1 2 -5 —6
X=A1'B= : =
0 1 3 4 3 4
2.1.5. Calcular dos niimeros naturales a,b menores que 10 y tales que la siguiente

matriz A tenga rango 2:

w O N
= Ot N
2 o

(Junio 03)

- Solucién:

Es evidente que Rg(A) > 2, pues

2
. ’ =10 # 0. Calculemos el valor del |A|.

2 b
|A] = 5 a | =10b+ 6a — 15b — 2a = —5b + 4a
1 b

w O N

Los nimeros que buscamos tienen que ser naturales, menores que 10 y anular el deter-
minante. Por tanto:

—5b+4a:0:>4a:5b:>b:4€a

Esto s6lo es posible sia =5y b= 4.

2.1.6. Definir el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2

filas y 2 columnas, tales que A - B no coincida con B - A.

(Septiembre 03)

- Solucién:
La parte teérica puede encontrarse en cualquier libro.
Lo mas natural seria que al elegir dos matrices el producto no sea conmutativo. Vamos a en-

contrar dos matrices que cumplan lo que piden y vamos a comprobar que asi ocurre. Tomamos las

(1) (23)

matrices:
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Realicemos ambos productos para ver que no coinciden:

1
A.B— 3) (23 _ 5 6
2 5 11 9 11
B.A— 2 3 . 1 3 _ 8 21
1 1 2 5 3 8
2.1.7. Determinar todas las matrices X tales que A- X = X - A, donde:

A ( 11 )
1 1
(Junio 04)

- Solucién:

Supongamos que nuestra matriz X tiene la forma:

c d
Siendo A como es tenemos que:
A.X — 1 1 a b _ a+c b+d
1 1 c d a+c b+d
X. A — a b 1 1 _ a+b a+bd
c d 1 1 c+d c+d

Buscamos que A- X = X - A, por tanto igualando tenemos:

atc b+d\ ([ a+b a+bd
atc b+d ) \ c+d c+d
De lo que deducimos que:
d+c=d+b=1c=0
p+d=a+p=a=d
at+f=¢g+d=a=d
b+d=c+d=c=0

Por tanto la matriz X buscada tiene la siguiente forma:

2.1.8. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres elementos

nulos y tal que ninguno de sus menores de orden dos sea nulo.

(Junio 04)
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- Solucién:

I
—= = O
—_ O
O =

2.1.9. Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de una matriz

con 3 filas y 4 columnas que tenga rango 2.

(Septiembre 04)

- Solucién:
La parte de teoria se puede consultar en cualquier libro.
Para el segundo interrogante basta con coger las dos primeras filas que den rango 2 y la tercera

sea combinacién lineal de estas dos, por ejemplo, la suma de las dos:

1 3 2 0 1 3 2 0
X = -1 1 0 3 = -1 1 0 3
1-1 3+1 240 043 0 4 2 3

2.1.10. ;Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un

coeficiente no nulo por 07;y permanecer igual?. Justificar las respuestas.

(Septiembre 04)

- Solucién:

En ambos casos la respuesta es SI. Veamoslo con un ejemplo.

En el primer caso, supongamos una matriz de rango 2 en la que la tercera fila sea suma de las
dos primeras. si en la tercera fila cambiamos un niimero por cero es posible que el rango sea tres.

Veamos un ejemplo:

>
Il
I R

2
1
3

ot N W

Esta matriz tiene rango 2, mientras que la matriz A’ que mencionamos a continuacion tiene

rango 3:
1 2 3 1 2 3
Al=13 1 2 |=|A=|3 1 2|=16+27T—-12—-6+#0
4 3 0 4 3 0

En el segundo caso veamos el ejemplo:

Il
_ = O
_— O =
S = =

Esta matriz tiene rango 3, pues |A| =2 #0

Ademés si cambio un 1 por un 0, como en el ejemplo que sigue, tenemos:

A =

— = O
—_ O =
o = O

que también tiene rango 3, pues |A'|=1#0
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2.1.11. Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A + I, donde I es la matriz unidad.

Demuestra que la matriz A es invertible.
(Junio 06)
- Solucién:

Una posible manera de resolverlo es comprobar que la matriz B = A — I es la inversa de A.

Vamos a comprobarlo.
AB=A-(A-D=A>-A=A+1-A=1

B A=(A-1) A=A2—A=A+1-A=1

Luego la matriz B asi construida es la inversa de A y por tanto A es invertible.
Otra forma de resolverlo seria la siguiente:
Tenemos que A% = A + I, por tanto:

A2 A== AA-1)=1

Como ambas matrices son iguales, sus determinantes son iguales y operando llegamos a lo que

queremos.
[A(A=D)|=I|=[Al[A-I|=I|=1

En consecuencia ninguno de los factores puede ser cero al ser el producto 1 y de ahi deducimos
que |A| # 0 = A es invertible.

2.1.12. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4 columnas, que

no tenga ningan coeficiente nulo.
(Septiembre 06)
- Solucién:

Basta con tomar las dos primeras filas linealmente independientes sin coeficientes nulos y su-

marlas para obtener la tercera, como por ejemplo

1 2 3 4
5 6 7 8
6 8 10 12
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2.2. Sistemas de ecuaciones

2.2.1. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es
M. Hallar un sistema equivalente tal que todos los elementos de la diagonal

principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

-1

0
M = 1
2

=W

3
0

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a aplicar el método de Gauss para hacer los ceros que nos piden.

-1 0 3 -1 0 3 -1 0 3
301 1 | BEBER g | BEEESRL g 0
0 2 1 -3 1 0 -3 1 0
0o -1 9
Fy=3F,—Fs 6 0
-3 1 0
La matriz buscada es:
0o -1 9
M = 6 0 1
-3 1 0

2.2.2. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas que

sea incompatible.
(Junio 00)

- Solucién:

r+y+z=1
THy+z=2

2.2.3. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segfin el parametro a:

(a—3)x + 4z = 2
x - 2 = -1
—T + ay + 2z = a

(Septiembre 00)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

a—3 0 4 2
1 0 -2 -1
-1 a 2 a
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Vamos a empezar por estudiar el rango de la matriz de los coeficientes:

a—3 0 4
1 0 —2 | =4a+2a(a—3) = 4a+2a* — 6a = 2a> — 2a
-1 a 2

Igualando a cero resulta:

=0
2a22a0:>(2a2)a0:>{ “ )
a =
Vamos pues a estudiar cada caso.

» Sia#0,1 = RgA = RgA’' =3 =n° de incognitas = S. C. Determinado.

= Si a = 0 la matriz que resulta es:

-3 0 4 2
1 0 -2|-1
-1 0 2 0

Las filas segunda y tercera hacen que el sistema sea incompatible.

= Si a =1 la matriz que obtenemos es:

-2 0 4 2
1 0 —-2|-1
-1 1 2 1

Vamos a estudiar el rango de A y A’ para ver como seria.
Es evidente que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues tenemos:
1 0
=1+#0
Vamos a ver que pasa con la matriz ampliada. Su rango es igual a dos, pues las filas primera

y segunda son proporcionales.

Por tanto el sistema es compatible indeterminado, pues

RgA =2 = RgA’ < 3 =n° de incognitas

2.2.4. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtin el valor del parame-

tro a:
ar — ay + az =a
3—2a)z =1
x + (a—1)y =0

(Junio 01)
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- Solucién:

La matriz asociada a nuestro sistema es:

a —a a a
A=1| 0 0 3—2a |1
1 a—1 0 0

Veamos donde el determinante de la matriz de los coeficientes es cero.

a —a a
0 0 3-2a|=-a(3-2a)—ala—1)(3—-2a)=—-3a+2a*— (3a®> —2a® — 3a + 2a*) =
1 a-1 0

a2=0=a=0
=30+ 2a% —3a% +2a® + 36 — 20> =24 — 30> = 0 = 3
2(1—3:02@:5

Por tanto:
3
= Sia#£0, 3 = RgA = RgA’ = 3 = n° incégnitas = Sistema Compatible Determinado.
s Si g =0 la matriz es:
0
A= 0

= O O
S w O
S = O

-1

Como la primera fila es entera de ceros, y es evidente que hay menores de orden 2 distintos

de cero, por lo que tenemos que:

RgA =2 = RgA’ < n° incognitas = Sistema compatible indeterminado.

. 3 .
s Sia= 3 la matriz que resulta es:

3.3 3|3
2 2 2|2
A=l o0 0 01
1 Loolo
2

Como la segunda fila crea una imposiblidad tenemos que el sistema es incompatible para dicho

valor.
2.2.5. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor del para-
metro a:
a y + (a+1) z =a
a + zZ =a
+ a zZ =a
(Junio 02)
- Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

0 a a+1|a
a O 1 a
1 0 a a
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Vamos a empezar por estudiar el rango de A, ya que es una matriz cuadrada.

0 a a+1
3 2 a=0
a 0 1 =a—a=0=4a(l-0a")=0=
10 l1—a?=0=a==+1
a

Luego:

- Sia#0,1,—1 = RgA =3 = RgA’ = n° incognitas = S. C. Determinado.

- Si a = 0 la matriz que nos queda es:

= o O
S O O
e R
o O O

El sistema es compatible por ser homogéneo. Ademés la 1? y la 22 fila son iguales y hay un
menor de orden dos que es distinto de cero (formado por las filas 1 y 3, y las columnas 1 y 3).

Por tanto el RgA = 2. En consecuencia:

RgA =2 = RgA’ < 3 =n° incégnitas = S. C. Indeterminado.

- Sia =1 la matriz es:

0 1 2|1
1 0 11
1 0 11

Las filas 2% y 3% son iguales, pero hay un menor de orden dos que es distinto de cero (formado
por las filas 1 y 2, y las columnas 2 y 3). Por tanto el RgA = 2. Veamos el rango de la

ampliada.

o O =
— =N
— = =
Il
—_

I
—_

I
o

Luego el RgA’ = 2 y por tanto:

RgA =2 = RgA’ < 3 = n° incégnitas = S. C. Indeterminado.

- Si a = —1 la matriz resultante es:

Es facil observar que las filas 2% y 32 son incompatibles, luego el sistema, para este valor, es

incompatible.
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2.2.6. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es
M. Hallar un sistema equivalente tal que los tres coeficientes que estan por

encima de la diagonal principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

0 1 -1
M= -1 0 2
0 4 4

(Septiembre 02)

- Solucién:

Vamos a conseguir los ceros que nos piden utilizando el método de Gauss.

0 1 -1 -1 0 2 10 2
10 2 | =% 0 o1 -1 | BRI -1
0 4 4 0 4 4 0 0 8
4 0 0
F1=4F1—F3 0 8 0
Fo=8F,+Fy
0 0 8

Esta seria la matriz asociada al sistema buscado.

2.2.7. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtin los valores del pa-

rametro a:
ay + az =0

T + 2z =0

dr — 2y + az =a

(Septiembre 02)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:

0 a al0
1 0 110
4 -2 ala

Vamos a ver el determinante de la matriz de los coeficientes:

0 a a
[Al=|1 0 1 |=4a—-2a—a*=—-a*+2a
4 -2 a

Igualando a cero obtenemos los valores que anulan el determinante.

2 a=
—a"+2a=0=
a =

En consecuencia tenemos que:

= Sia#0,2 el sistema va a ser compatible determinado.
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= Sia =0 la matriz asociada es:

0 0 010
1 0 110
4 =2 010

Se trata de un sistema homogéneo. Tiene una fila de ceros, luego el rango no puede ser tres

y ademas

0
‘ = —2 # 0. Por tanto el sistema es compatible indeterminado y necesita

un parametro.
RgA = RgA’ = 2 < 3 = n° de incognitas.

= Si a =2 la matriz queda:

0 2 2|0
1 0 110
4 -2 212
. . 2
El rango de la matriz de los coeficientes es dos, pues 0 ’ =-2#0.
En cambio la matriz ampliada tiene rango tres, pues
0 2 0
1 0 0|=-4#0= RgA=2+#3= RgA’
4 =2 2

Por tanto el sistema para este valor es incompatible.

2.2.8. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecuaciones lineales

sean linealmente dependientes

z + y + z =1
3. + 2y + =z =1
Yy + 2z =a

(Junio 03)

- Solucién:

La matriz asociada al sistema, es:

o W o
—_ N =
O
Q =

Para que ocurra lo que nos piden, el sistema ha de ser compatible indeterminado, es decir,
RgA = RgA’ < n° de incognitas. Veamos cuanto vale el rango de A.

- RgA > 2 pues

1

=—-1#£0.
|-
- RgA = 2 pues:

=44+3-6-1=0

S W o=
=N
I e
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Por tanto se producira lo que piden si el RgA’ = 2, es decir, si

=2a+3—-3a—-1=—-a+2=0=a=2

o

I
(e R
— N =
L = =

2.2.9. Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas

que sea compatible e indeterminado. Interprétalo geométricamente.
(Septiembre 03)

- Solucidn:
Un ejemplo valido es:
r + y + z =1
20— y =3
3z + z =4

En este ejemplo hemos elegido dos ecuaciones independientes y la tercera la hemos obtenido
sumando las dos primeras.

Geométricamente hablando pueden existir varias posibilidades.

- Pueden ser tres planos que se cortan en una recta (para ejemplo vale el anterior).

- Pueden ser también tres planos coincidentes (tres ecuaciones proporcionales).

- Pueden ser dos planos coincidentes y otro que los corte (dos ecuaciones proporcionales y una

independiente de ellas).

2.2.10. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente sistema de ecua-

ciones lineales sea compatible e indeterminado.

r 4y +z =a
z -y +z =1
z =3y +z =0
(Junio 05)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema seréi:

1 1 1|a

A=]1 -1 1|1
1 -3 110

Vamos a estudiar el rango de la matriz de los coeficiente y despues veremos la ampliada.

1 1
- RgA > 2 pues tenemos que ) ) =—-1-1=-2#0

Ademaés el RgA = 2, pues las columnas primera y tercera de la matriz de los coeficiente son

iguales.
Para que el sistema sea compatible e indeterminado la matriz ampliada tiene que tener rango

2, es decir,

1 -1 1 |=1-3a+a+3=-2a+4=0=—a=2
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2.2.11. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas

que sea incompatible. Interprétalo geométricamente.
(Junio 05)
- Solucién:

Tenemos varias opciones. Por ejemplo, podemos considerar dos planos paralelos y uno que corte

a ambos.

r 4y +z =3
r 4y 4z =5
2 -y +z =3

En este ejemplo, las dos primeras ecuaciones representan planos paralelos y la tercera corta a
los dos. Es obvio que no tienen ningin punto en comin, por lo que el sistema es incompatible.

Otra opcibn es coger dos planos que se corten, sumar sus ecuaciones (con lo que obtendriamos
un plano que se corta en la misma recta que los anteriores) y al resultante cambiarle el término
independiente, con lo que obtenemos un plano paralelo al dltimo que no pasaria por la recta de

corte de los dos planos, y con ello no tendrian ningiin punto en comin.

r 4y 4z =3
2t -y 4z =3
3z +2z =8

Otra posibilidad son dos planos coincidentes y uno paralelo, o bien tres planos paralelos.
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2.2.12. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

y —r =z
r —z =y
+z ==
(Septiembre 05)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:

-1 1 -—-1]0

A= 1 -1 —-110

-1 1 110

Se trata de un sistema homogéneo, luego es compatible. Veremos cuanto vale el RgA para decidir
si es determinado o indeterminado.

Es evidente que RgA > 2 pues

1 -1
| =-1-1=-1#0
-1 —
Veamos cuanto vale el |A|.
-1 1 -1
Al=] 1 -1 —1|=1+41-141-1-1=0
-1 1 1
Luego resulta que el RgA = 2 = El sistema es compatible indeterminado y necesita un

parametro.
Vamos a resolverlo:

Hacemos x = A. Para eso usamos las filas que dan rango 2 y resolviendo por reduccién tenemos:

yo—zo= X
oy -2 = X
-2z = 0
z 0

Siz=X\;2=0=y=\
Por tanto la solucion es (A, A, 0).

2.2.13. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea com-

patible e indeterminado. Interpretarlo geométricamente.
(Septiembre 05)

- Solucién:

El sistema sera compatible cuando los rangos de la matriz de coeficientes y la ampliada coincidan
y serd indeterminado cuando éste sea menor que el nimero de incégnitas. En nuestro caso ocurrira
cuando el rango de la matriz de los coeficientes valga 1 6 2. Por tanto, o bien tomamos dos ecuaciones
linealmente independientes y las sumamos (RgA = 2), o bien cogemos una ecuacién y la repetimos
dos veces multiplicada por distintos numeros (RgA = 1). También vale para el primer caso dos

ecuaciones proporcionales y una que sea linealmente independiente con ellas.
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Valdrian como ejemplo los siguientes:

Para RgA = 2 tendriamos:

2 + 3y — 2z =3
zx -y + =z =4
3. + 2y — =z =17
Para RgA = 1 nos vale:
2 + 3y — 2z =3
d + 6y — 4z =6
—2r — 3y + 2z =-3

Geométricamente el primer caso representa tres planos que se cortan en una recta, o dos coin-

cidentes y uno que los corta y el segundo tres planos coincidentes.

2.2.14. Discute el sistema de ecuaciones lineales

r + 2y — z = 2
z + (1+by - bz = 2b
z + by + (1+bz = 1
segiin los valores de b.
(Junio 06)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 -1 |2
1 146 —=b |2
1 b 1461
Vamos a calcular el determinante de la matriz de coeficientes para realizar el estudio.
1 2 -1
[Al=]1 14b —b |=0+b)2*=20—b+(14+b) —2(1+b)+b>=1+b>+26—-20—F+ I+
1 b 140

P-4+ =22 -20=0=0b=0yb=1

Luego:
= Sib#0,1 = El sistema es compatible determinado.

= Si b =0 la matriz quedaria:

1 2 —-11]2
11 010
1 0 1
En este caso tenemos que RgA = 2 pues
2
’ ) =1-2=-1#0
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Veamos cuanto vale el RgA’.

=1-2-2=-3#0

=
S =N
= O N

Por tanto RgA = 2 # 3 = RgA’ = El sistema es incompatible.

s Si b =1 a matriz quedaria:

1 2 —-11]2
1 2 —1]2
11 21
En este caso RgA = 2, pues
1 2
X =1-2=-1+#£0

y a su vez coincide con el RgA’, ya que la primera y la segunda fila coinciden.
Por tanto RgA = 2 = RgA’ < 3 = n° de incégnitas = El sistema es compatible indetermi-
nado y necesita un parametro para su resolucién.

2.2.15. Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

z +2y —2 =1
r 4y —z =1

x —z =1
(Septiembre 06)
- Solucién:
La matriz asociada al sistema es:
1 2 —-111
1 1 —-1]1
1 0 —-1]1

Vamos a resolverlo por el método de Gauss, pues parece comodo.

1 2 —1]1 1 2 -1]1
11 —1]1 | 222510 21 0o
F3=F3—1I
10 —1/1 0 -2 0|0

Las filas segunda y tercera son proporcionales, luego sobra una y el sistema es compatible
indeterminado.

De la segunda ecuacién deducimos que y = 0. Si en la primera ecuacién sustituimos y = 0 y
hacemos z = \ resulta:

rT—A=1—=z=1+ X\

Por tanto la solucién del sistema es:

r = 1 + A
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Capitulo 3

(Geometria

3.1. Vectores, puntos, rectas y planos en el espacio

3.1.1. Hallar la ecuacién de una circunferencia que, siendo tangente a la recta

y = /3 2, sea tangente al eje de abcisas en el punto (3,0). (Indicacién: tg60° = /3,

tg30° = ?)

(Septiembre 00)

- Solucién:

La figura 3.1 nos muestra una visién del problema.

y=\3x

P(3‘.0)

Figura 3.1: Representaciéon detallada del problema

Vamos a utilizar propiedades conocidas de las circunferencias. Se sabe que la recta que pasa por
el centro de la circunferencia y por el punto de corte de las dos tangentes (en nuestro caso el origen
de coordenadas) es la recta bisectriz del d4ngulo formado por las tangentes. Como la recta y = v/3
forma un angulo con la horizontal de 60°, se deduce que la recta anteriormente citada forma un
angulo de 30° con la horizontal (ver figura 3.1). También es obvio que el radio es perpendicular
con la horizontal en el punto de tangencia (por ser el eje de abcisas una de las tangentes), luego
tenemos el tridngulo rectangulo que podemos ver en la figura 3.1.

De aqui deducimos:

tg30":§:>r:3-tg30023?=\/§
Por tanto el centro es C (3,v/3) y la ecuacién buscada es:

2

(z=37+(y-v3) =3

57
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3.1.2. Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacién z +y + 2z = 3, que
corte a la recta de ecuaciones z =0, z = 0, y que también corte a la recta de

ecuaciones z =1, y = 0.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a coger un plano paralelo al que nos dan. Luego vamos a cortarlo con las dos rectas
indicadas. La recta que pasa por estos dos puntos esté contenida en este tiltimo plano, por tanto es
paralela al plano que nos dan y por supuesto corta a las rectas indicadas.

Como plano paralelo vale el plano z+y+ 2 = 1. Si cortamos este plano con las rectas obtenemos:
» Conz=0,z=0= A(0,1,0).
» Conz=1,y=0= B(0,0,1).

La recta buscada pasa por los puntos A y B, por tanto queda definida por A(0,1,0) y por
—
AB = (0,-1,1).

En forma paramétrica, la ecuacién resultante es:

3.1.3. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z —2y+2=1y
que también sea paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas
(2a Oa 1)7 (07 2a 1) y (17 _170)'

(Junio 01)

- Solucién:

Bastaré con coger planos paralelos a los dos que nos dan y el corte de dichos planos seré la recta
que buscamos.

Vamos a empezar por calcular la ecuacién general del plano que pasa por los tres puntos, que
denominaremos: A(2,0,1), B(0,2,1),C(1,—1,0).

Como vectores directores de este plano tomamos AB y ﬁ’, cuyas coordenadas seran:
—_— —
AB = (~2,2,0) y AC = (—-1,-1,-1)
. . —_— —
Por tanto, la ecuacion del plano vendra determinada por A, AB, AC.

r—2 -2 -1
Yy 2 1 |==2@-2)+2(z-1)+2(z—-1) -2y =
z—1 0 -1

=-204+4+22-2422-2-2y=-2x—-2y+42-2=0

Por tanto podemos tomar como ecuacién de dicho plano x +y —2z+1=0.

Tenemos por tanto dos planos que son:

r — 2y + 2z — 1 =0
r + y — 2z 4+ 1 =0
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Para conseguir nuestra recta cogemos dos planos paralelos a ellos, para lo que basta con cambiar

el término independiente:
r — 2y + z — 3 =0
xr + y — 22 + 8 =0

Esté seria la ecuacién de la recta buscada.

3.1.4. Calcular un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coorde-

nadas (1,0,2) y (2,1,0).
(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a realizar el producto vectorial de los dos vectores, pues el vector asi obtenido sera

ortogonal a los dos. Después normalizaremos ese vector y obtendremos el vector buscado.

ik
GAT=|1 0 2 |=4j+k—27
2 1 0

Luego un vector ortogonal a ambos seria @ = (—2,4, 1).
Vamos a normalizarlo. Su moédulo vale |@| = 4+ 16 + 1 = v/21.
Dividiendo el vector por su médulo obtenemos el vector o buscado:

L W ( -2 4 1 >
0= = =\ 7= 7= /a7
|| V217 V217 V21
3.1.5. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién = + 2z = 2 y corte

perpendicularmente a la recta de ecuaciones z+y =0,y + 2z = 2.

(Septiembre 01)
- Solucién:

El procedimiento que vamos a seguir lo narro a continuacién. Nuestra recta va a ser el corte de
dos planos, uno paralelo al primero (con eso garantizamos que la recta es paralela al plano) y el
otro va a pertenecer al haz de planos que obtenemos a partir de los planos que definen la segunda
recta. De esa forma, como nuestra recta estard contenida en dicho plano cortard a la que nos dan.
El plano que eligiremos seréd aquel que haga que la recta obtenida corte perpendicularmente a la
dada en el enunciado.

Dicho esto nos ponemos manos a la obra. Es facil obtener un plano paralelo al que nos dan,
valdria z + z = 0. Vamos a por el otro. El haz de planos a que nos referiamos tendria la siguiente
forma;

ar+y)+y+z2-2=0

Luego nuestra recta quedara definida por los planos:

= 0 . = 0
S ]:> v oz (3.1)

alz+y)+y+z—2 = 0 ar + (a+ly + =z = 2

Vamos a buscar cual es el vector director de las rectas (en funciéon de «) para después decidir

cual es el perpendicular a la recta dada. Resolviendo el sistema tenemos:

x + 2z =0

z=A=z=-A
ar + (a+ly + =z = 2
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Sustituyendo:

2 a—1

-2 1 A=2 NDy=2-\ by - % 4+ -
a(=A) + (a+ 1y + = (a+ 1)y ted=y= ot oy

Luego la ecuaciéon de la recta en forma paramétrica, en funcién de «, seré:

T pu— - A
2 a—1 a—1
= )\ :>_,: —1777
Y atl at1 v ( at1 )
z = A

Vamos a encontrar el vector director de la recta que nos dieron.

vty=0 y=A=—=zx=-A,z2=2-—A
y+z=2

r = - A

y = N | = ud=(-1,1,-1)
z = 2 — A

Nos falta por encontrar el valor de o que hace que @ y ¥ sean perpendiculares, es decir, que

u-7=0.

1 1 1
i i=(-11,-1) (-1, 1)=1+2"" 1=0=2" " —0=a=1
a—+1 a+1 a+1

Luego, si sutituimos a = 1 en la ecuacion (3.1), la recta pedida es:

T + 2z =0
r + 2y + 2z = 2

3.1.6. ;Qué angulo deben formar dos vectores no nulos €y ¥ para que ambos tengan

el mismo médulo que su diferencia & — ¢/

(Septiembre 01)
- Solucién:

Queremos que:

el =[] = |&— 7] (32)
Sabemos que
(f:) U - W
cos(il, W) =
’ ] - |

L == . (e=0)-(e—7) €&-e+v-v—-2e-7
cos(€—v,€—V)=-5—FF——= =—F—=—5—=— =
e=d-le—d  fe-d -7
2, 12 - o
_ " + 10" —2é] - |v] cos(€, V)
N |€— 3| -|€— 7]
Teniendo en cuenta 3.2 y que cos(é—/ﬁ,?— ¥) = 1, resulta:
2 2 2 e
_9 —
- A +id laC“@W):¢2m2—ma2wﬁam:“f::

le]
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1

50 /\17):71:>005(é'/,\17):§

= 2 —2cos(€,¥) =1 = —2 cos(e,

3.1. Vectores, puntos, rectas y planos en el espacio

Luego el angulo buscado es:
Ev)="1
’ 3

Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales al vector

3.1.7.
¢ de coordenadas (1,1, 3).
(Junio 02)

- Solucién:

Sean @ y v los vectores buscados.
Para que sean linealmente independientes basta con no ser proporcionales y para ser ortogonales

tiene que cumplirse
E=7-€=0

S

Dos vectores validos para lo que buscamos serian:

La base de una piramide es un cuadrado ABCD de 2 metros de largo y su

3.1.8.
vértice V esta situado a una altura de 3 metros sobre el centro de la base.

Calcular el angulo que forman los planos ABV y BCV.

(Junio 02)

- Solucién:
Vamos a asignarle coordenadas a los puntos que nos dan. A(2,0,0); B(2,2,0);C(0,2,0)y V(1,1,3)

Vamos a calcular los planos.
- Sea m = ABV. Para calcular la ecuacion de este plano vamos a usar el punto A y los vectores

—_— — — —
ABy AV, es decir A(2,0,0); AB = (0,2,0) y AV = (—1,1,3). Por tanto:

r—2 0 -1
y 2 1 |=6(x—2)4+2z=6x—-124+22z=0
z 0 3

Luego la ecuacion del primer plano serd m = 3z + z = 6.



62 3. Geometria

- Sea 7’ = BCV. Para calcular éste usaremos B y los vectores BC v B—‘}, es decir, B(2,2,0) ;
BC = (=2,0,0) y BV = (—1,—1,3). Por tanto:

r—2 -2 -1
y—2 0 —1|=22+6(y—2)=2z+6y—12=0
z 0 3

Luego la ecuacion del segundo plano es 7/ =3y +2 =6

Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden, es decir el dngulo que forman 7« y #’. Sus

vectores normales son 7 = (3,0,1) y n’ = (0,3, 1). En consecuencia:

n-n'

1 1
— = a = 84°15'39"

il - '] V10410 10

cos =

3.1.9. Determinar si el plano 3z —2y+ 2z = 1 es perpendicular a la recta de ecuaciones
—x =3y+3z,y+2z = —1. Determinar también si es paralelo a la recta que pasa

por los puntos de coordenadas (1,-1,1) y (—1,-1,0).

(Septiembre 02)

- Solucién:
Veamos lo primero.
Vamos a calcular el vector director de la recta (%) como producto vectorial de los vectores

normales de los planos que la determinan.

r + 3y + 3z =0 = n; = (1,3,3)
y + 2z =-1 = n3 = (0,1,2)

— . —

@ =niAig = —6i+k—2]—3i=3—2j+k=i=(3,-21)

O = S
=W
N T

Como el vector normal al plano era el mismo, deducimos que la recta es perpendicular al plano.

Veamos ahora lo segundo. Llamemos P(1,—1,1) y Q(—1,—1,0). Por tanto la recta tendra como
vector director P—Q) =(-2,0,—-1).

Para ver si la recta es paralela al plano vamos a ver si 7 es ortogonal a P—Q

—
ﬁ'PQ:(3a_271)'(_270a_1):_6_1:_77&0

Luego no son paralelos.
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3.1.10. Sabiendo que los lados de un rectdngulo ABCD miden 1 y 3 metros, calcular

— —_—
el producto escalar de los vectores CB y AD, y el médulo del producto

. P — —
vectorial de los vectores CB y BA.

(Septiembre 03)

- Solucién:
Vamos a asignarles coordenadas a los puntos:

D(0,0,0), A(3,0,0), B(3,1,0), C(0,1,0).

Vamos a ver paso a paso cada una de las dos cosas que nos piden calcular:

- Para hallar el producto escalar pedido vamos a calcular primero los vectores y a continuacién

haremos el producto.

CB = (3,0,0 s,
¢B = (3,0,0) — CB-AD = (3,0,0) - (—3,0,0) = —9

AD = (—3,0,0)

— —
- Para calcular el producto vectorial es necesario calcular el vector BA, pues el vector CB ya

lo calculamos antes.
—

BA = (0,-1,0)

Ahora realizaremos el producto vectorial y posteriormente calcularemos el moédulo.

—_— =

i
BABA=|3
0

S
Por tanto ‘C’B A BA‘ = 3.

3.1.11. Determinar un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo
a la recta de ecuaciones z+y =1,y + z = 2, y también sea paralelo a la recta

que pasa por los puntos de coordenadas (1,1,0) y (0,1,1).
(Septiembre 03)

- Solucién:
Para calcular el plano usaremos un punto y dos vectores. Como punto usaremos el origen y como

vectores los vectores directores de las dos rectas. Vamos a calcular estos tultimos:
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- Empezamos por la primera recta, multiplicando los vectores normales asociados a los planos

que la definen.

i ]k
r+y=1| =n1=(1,1,0 . U
Y " LLO g mam=|1 1 0|=7tk-7
y+z=2 = ny =(0,1,1)
0 1 1
Luego el primer vector buscado es @ = (1,—1,1).
- En la segunda recta un vector valido es:
7= (O; 1, 1) - (17 170) = (_1707 1)
Por tanto la ecuacién del plano es:
x Yy =z
0=|1 -1 1l|=—z2z—y—2z—y=—-c—-2y—=z
-1 0 1
es decir, valdria
z+2y+2=0

3.1.12. ;Qué relacién hay entre los coeficientes de las ecuaciones
ar +by+cz=d,dz+by+cz=d

de dos planos paralelos? Razonar la respuesta.

(Junio 04)

- Solucién:

La relacién que deben guardar es:

Q\‘g
| o
Q\‘ﬁ

Ello se debe a:

1. La doble igualdad implica que los vectores normales son proporcionales y por tanto paralelos.

2. La desigualdad hace que no hablemos del mismo plano.

3.1.13. Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por los puntos
de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1), que también sea paralela al plano

x+2y+32=0, y que no esté contenida en ninguno de estos dos planos.

(Septiembre 04)

- Solucién:

Para eso vamos a considerar sendos planos paralelos a los que nos dan y la recta en que se cortan
es paralela a ambos planos y no esta en ninguno.

Empezemos por calcular la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos. Dichos puntos son
A(1,1,0); B(1,0,1) y C(0,1,1). Para hallar la ecuacién del plano vamos a considerar el punto A y

—

—
los vectores AB y AC
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— —
Los vectores son AB = (0,—1,1) y AC' = (—1,0,1). Por tanto la ecuacién del plano es:

z—1 0 -1
r=|ly-1 -1 0 |[=—(-1)—-(y—-1)—z2z=—2+1-y+1—-2=0=

z 1
= z+y+z2—-2=0

Tenemos, en consecuencia, dos planos y voy a coger dos planos paralelos a ellos para construir

la recta:
Plano 1° — 2 +y+2—-2=0— 2+ y + 2 + 3 = 0 (Paralelo)

Plano 2° — 4+ 2y +32 =0 — z + 2y + 3z — 1 = 0 (Paralelo)
Por tanto, una recta posible es:

T+y+z+3=0
r+2y+3z2—1=0

3.1.14. Hallar un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas
(05 17 1) y (27 17 0)'
(Septiembre 05)

- Solucién:
Una forma posible es calcular el producto vectorial de los vectores y obtendremos un vector

ortogonal a ambos, después lo normalizamos y terminamos.

Vamos a llamar @ = (0,1,1) y ¢ = (2,1,0).

=2] 2% —i= @ =(-1,2,-2)

g

I

IS

>

<L

I
N O =y
= =y
S = Iy

El vector que buscamos lo obtenemos dividiendo @ entre su modulo.

||  Vi+4+4 \ 373 3

3.1.15. Determina la relacién que debe existir entre a y b para que los puntos de
coordenadas (1,0,0), (a,b,0),(a,0,b) y (0,a,b) estén en un plano.

(Junio 06)

- Solucién:
Para que ocurra lo que nos piden los vectores AB, AC'y AD tiene que ser linealmente depen-

dientes. Veamos cuales son esos vectores e impongamos que el determinante que los tiene como filas
valga 0.
— — —
AB = (a—1,b,0); AC = (a—1,0,b) y AD = (—1,a,b)
Su determinate es

a—1 b 0
a—1 0 b|=-b=b(a-1)—abla—1)=0= " —ab®> + ¥ —a’b+ab=0—=

-1 a b
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= ab(-b—a+1)=0

3.1.16. Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,2,3) y por la

recta de ecuaciones z +y =1,y + 2z = 1.

(Junio 06)

- Solucién:

Vamos a llamar A al punto que nos dan. Vamos a pasar a paramétricas la ecuacién de la recta
y asi tendremos un punto (que llamaremos B) y el vector director (@) de la misma. Para encontrar
la ecuacion del plano usaremos A, A—B>, U.

Hacemos y = A\ y nos resulta:

z+A =1 z= 1 =X\
B(1,0,1)
Yy =) = y= A — ~
= (-1,1,-1)
Atz =1 z= 1 =X

De aqui deducimos que el plano queda determinado por:

A(1,2,3)

Por tanto la ecuacién del plano es:

xr—1 0 -1
y—2 -2 1 |=2z-1)+2@y—-2)—-2(z—-3)+2(zx—-1) =
z—3 -2 -1

=2r—242y—4—-224+64+2x—-2=4r+2y—22—-2=90

Una ecuacion méas simple seria
2zr4+y—2—-1=0

3.1.17. Determina el plano que pase por los puntos de coordenadas (1,0,0) y (0,1,0),

y sea paralelo a la recta
z 4y +z =2
r -y 4z =2

(Septiembre 06)

- Solucién:

Supongamos que nuestros puntos son A(1,0,0) y B(0,1,0).

El plano que buscamos va a quedar definido por uno de los puntos (por ejemplo A), por el vector
AB y por el vector director de la recta ().

Vamos a calcular primero los vectores AB y U.
—_—
» AB = (—1,1,0).

= El vector 4 lo obtenemos al hacer el producto vectorial de los vectores normales a los planos
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que definen la recta.

=2 ny = (1,1,1
x —y +z =2 ng = (1,-1,1)
Por tanto,
ik
d=mAms=|1 1 1|=i+f—k-k-f+i=2—-2F=a=(2,0,-2)
1 -1 1

Yy 1 0 |[=—2x—-1)—22—-2y=-20+2-22—-2y=0
z 0 -2

En consecuencia el plano buscado tiene ecuaciéon

r+y+z2—-1=0



68 3. Geometria

3.2. Problemas métricos

3.2.1. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1,1,2) al plano que pasa por
los puntos de coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a asignarles un nombre a los puntos A(1,1,2); B(1,1,0); C(1,0,1) y D(0,1,1).

Vamos a calcular la ecuacién del plano que pasa por B,C' y D. Para ello vamos a usar B, B—C)’ y BD.
Empecemos por calcular los vectores, que tendrian por coordenadas B_C)'(O, -1,1)y ﬁ(—l, 0,1).

Por tanto la ecuacion del plano:

r—1 y—1 =z
0 -1 1|l=—(-1)—-(y-1)—-z=—2z+1—-y+l—z=—-2—y—2+2
-1 0 1

Por tanto vale como ecuacion r=x+y+ 2 —2=0.

Vamos a calcular la distancia.

d(A) T+1+2-2 2 2\/§u
”/T = — = — = —
V1i+1+1 V3 3

3.2.2. Calcular la distancia del punto de coordenadas (3,5,0) a la recta que pasa por

los puntos de coordenadas (0,1,2) y (0,1,1).

(Junio 00)

- Solucién:

A los puntos vamos a designarlos por A(3,5,0),B(0,1,2) y C(0,1,1). La recta que pasa por
By C queda definida por B(0,1,2) y BC = (0,0,—1). La distancia la calculamos por la férmula
conocida.

—_ —

|45 A BC|
d(A,r) =

BC

B¢
—
donde AB = (—3,—4,2). El producto vectorial del numerador queda:

- - — —
=4i— 3] = AB A BC = (4,-3,0)

Luego:

d(A,r) = % =5u

3.2.3. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relacién con los conceptos
de angulo y distancia entre dos puntos.
(Junio 01)

- Solucién:

Al ser una pregunta tedrica puedes encontrar la solucién en cualquier libro.



8.2. Problemas métricos 69

3.2.4. Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de coordenadas
(13 Oa 1)7 (23 Oa 2)7 (37 ]-a 3) y (17 27 1)'

(Septiembre 02)

- Solucién:

Para que formen un cuadrilatero tienen que ser coplanarios. Vamos a empezar por comprobar
esto. Para eso vamos a asignarles nombre a los puntos A(1,0,1); B(2,0,2) ; C(3,1,3) y D(1,2,1) .
Vamos a considerar los vectores AB = (1,0, 1);A—C>v =(2,1,2) y AD = (0,2,0) .

O NN =

N = O

S NN =
Il
>
\
i
I
o

En consecuencia los vectores son linealmente dependientes y por tanto los puntos son coplanarios.

La figura 3.2 nos muestra el cuadrilatero.

C3,1,3)

; D(1,2,1)

A(1,0,1)

Figura 3.2: Representacién gréfica del cuadrildtero.

Para calcular el area vamos a dividir el cuadrildtero, como observamos en la figura 3.2, en
dos tridngulos que serian ABC y ACD, después calcularemos el area de cada uno y por tltimo

sumaremos las dos para obtener el area que nos solicitan.

- Area de ABC
l— —
AABC:§’AB/\AC‘
i j ok
—_— — - o —_— —
ABAAC=|1 0 1 |=%+Fk-%—-i= ABAAC =(-1,0,1)
2 1 2
Luego:
1 1 V2 o,
AABc—§|(—170,1)|—§\/§—7U
- Area de ACD
l— —
AACD:§’AC’/\A ‘
i 7k
ACANAD=|2 1 2 |=4k—4i= AC ANAD = (~4,0,4)
0 2 0
Luego:

1 1
Aacp = 3 |(—4,0,4)] = §V32 =22 u?
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Luego el drea que nos pedian es:

2 9vV2
AZAABD—&-AACD:%—FQ\/E:T\[uQ

3.2.5. Determinar una constante a para que el plano de ecuaciéon azx + y + z = 2 forme
un angulo de 7/3 radianes con el plano z = 0.
(Junio 03)

- Solucién:

Sabemos que la férmula para hallar el angulo es:

7 - o
oS = ——=——xs
[ni| - [na]

Los vectores normales de cada plano son:

ar+y+z2=2 = n;=(a,1,1)

Luego tenemos que

CoStx =

|(aa la 1) i (07071
|(a7171)‘ : |( 70:]-

IS
[N
1
[\]
—

Como « = 7/3, sustituyendo resulta:

1 s 1
—_— = 05— = —
a?+2 3 2

Luego
Va2 +2=2=ad’>+2=4=a>=2=0a=+V2

3.2.6. Calcular la ecuacién del plano que pasa por los puntos de coordenadas (1,0,0);

(0,1,1); (1,2,0). Determinar la distancia del punto (2,1,1) a dicho plano.

(Junio 04)

- Solucién:

Vamos a calcular la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos. Para ello vamos a conside-
rar los tres puntos con los siguientes nombres: A(1,0,0); B(0,1,1); C(1,2,0). Dicho esto, vamos a
calcular la ecuacién del plano que pasa por el punto A y tiene como vectores directores AB y m

Por tanto tenemos A(l,0,0),A—B> =(-1,1,1)y AC = (0,2,0).

r—1 -1
™= Y 1
z 1

=—2z2-2x—-1)=-22—-224+42=0=>2+2—-1=0

o N O

Una vez hallada la ecuacién del plano vamos a calcular la distancia del punto P(2,1,1) a dicho

plano.
2+1-1 2 2V2
dPr)=———s=—=——=V2u
(77'[') /712_’_12 \/i 2 fu
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3.2.7. Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta

x—1 'y =z-1

11 -1

(Junio 05)

- Solucién:

Basta con tomar un vector perpendicular al vector director de la recta (@) y un punto A de la
misma. Le sumamos a dicho punto un vector de médulo 2 y que tenga la direccién y sentido del
vector perpendicular calculado. De entrada tenemos que el punto A puede ser A(1,0,1) y que el
vector director puede ser @ = (1,1, —1). Un vector perpendicular a @ puede ser ¥ = (0,1, 1), pues
tenemos que:

@ L v, pues (0,1,1).(1,1,-1) =0

Falta por encontrar un vector de la direcciéon de ¢ pero de médulo 2. Por ejemplo podemos
tomar o = (0, V2, \/5)

Con estos datos, el punto buscado es:
P=A+d=(1,0,1)+(0,v2,v2) = (1,V2,1+V2)

3.2.8. Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular el coseno

del Angulo PAC, donde P es el punto medio del lado BC':

(Junio 05)

- Solucién:

El angulo al que nos referimos viene representado en la figura 3.3

Figura 3.3: Visién del angulo
Para resolverlo vamos a asignarle coordenadas a los puntos:

A(0,0,0); B(0,0,1); €(0,4,1); D(0,4,0); P(0,2,1).
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El angulo que buscamos seria el formado por los vectores AP = (0,2,1) vy AC = (0,4,1). Por

tanto tendriamos:

—_— —
s — AP AC (0,2,1)-(0,4,1) . 0+8+1 9
‘ﬂ’a).‘fg" VOZ+22 1202 42+ 12 VA+1-y16+1 /35

En consecuencia: 0
a = arccos—— = 12°31'44"

V85

3.2.9. Si A, By C son los puntos de coordenadas (1,0,0);(0,1,0) y (0,0,1) respecti-

vamente

a) Calcular el area del tridngulo que forman los puntos A, By C.

. — —
b) Determinar el angulo que forman los vectores AB y AC.

(Septiembre 05)

- Solucién:

a) Empezaremos por calcular el area del tridngulo. Dicho area se calcula con la formula:
l|— —
Ar = 5 |AB A AC|

Vamos a calcular los vectores y a realizar el producto vectorial:
AB = (-1,1,0) y AC = (~1,0,1).

Por tanto:

-

~.
= o 3
|
-l
+
Bl
+
.

—_— — J
ABNAC=| -1 1
0
En consecuencia, el area buscada es:
Ap="—"—"T"-®="=—u

b) Vamos a calcular ahora el angulo que nos piden. para ello usamos la férmula conveniente que

es: N
o ‘E].‘A‘c" V242 2
Por tanto:

1
o= arccosE = 60°

3.2.10. Calcula el Angulo que forma el plano = +y + 2z = 0 con la recta de ecuaciones
r+y=1Ly+z=1.
(Septiembre 06)

- Solucién:
Para hallar el angulo vamos a utilizar la férmula:

-7

<y

cos(90° — ) =

donde 1 es el vector director de la recta y 7 el vector normal al plano. Vamos a calcularlos.

7l

=
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» Empezemos por el plano « + y + z = 0, cuyo vector normal es 77 = (1,1, 1).

= El vector director de la recta vamos a obtenerlo haciendo el producto vectorial de los vectores
normales (] y n3) de los planos que determinan la recta. Dichos vectores normales son:

r+y=1=n; =(1,1,0)
y+z=1=ny=(0,1,1)

Por tanto el vector director sera:

— =

@ =1 Ny = k—j—=—a=(1,-1,1)

S = S
—_ = Sy
=l
I
-
+

Por tanto el coseno del angulo buscado es:

VIFI+1-VI+14+1  V3-V3 3

c0s(90° — o) =

En consecuencia:

1
90° — o = arccosz = 90° — o = 70°31'42" — o = 90° — 70°31’42" = 19°28'18"
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