JuNIo 96
B2.- Se tienen dos cargas eléctricas puntuales de 3 uC cada una, una positiva y la otra negativa, colocadas a una
distancia de 20 cm. Calcular la intensidad de campo eléctrico y el potencial eléctrico en los siguientes puntos:

a) En el punto medio del segmento del segmento que las une.

b) En un punto equidistante 20 cm de ambas cargas.

Datos: (medio es el vacio) Constante de la ley de Coulomb K=9.10° Nm?2C?
a) Sea P el punto medio del segmento que une las car- E,
gas. Suponemos q, positiva, a la izquierda, y g, negati- } >
va, a la derecha de la imagen. Los campos E, y E; crea- G P E; @
dos por ambas cargas en P son radiales, como corres- e e N
ponde a cargas puntuales, y coinciden en el sentido, ri=10cm rz=10cm
hacia la carga q,. Miden lo mismo, ademas, por ser
iguales las cargas y estar a la misma distancia de P: 4+ BB .
O P ¢)]

-6
E=E=KX_ K@ ~9.10°31%" _27.10° N/ C
, 5 0,1
asi que, de acuerdo con el principio de superposicion, el campo en P sera E = E; + E;, de modo que sera un vector en
la linea que une las cargas, hacia la carga negativa, y se ha dibujado debajo para mayor claridad. Su moédulo sera la
suma de mddulos de E; y Ej:

E=E,+E,=27.10° + 27.10° =5,4.10° N/ C

b) Evidentemente, un punto que diste 20 cm de cada carga tiene que estar fuera
de la linea que las une. Podemos encontrarlo, en el plano del papel, en un lugar
como S, un punto de la mediatriz del segmento entre las cargas.

Se muestran las intensidades de campo E; y E; en ese punto S: son vectores radia-
les, hacia fuera el primero de ellos y hacia dentro el segundo, como corresponde a
una carga negativa q,. Los modulos de E; y E; son otra vez iguales, por razones de

simetria: r‘/
—6 ‘,/
E1=EZ=K‘i;=K@=9.1o"3'102 = 6,75.10° N/ C /
r, r, 0,2 /,\x
y su suma, E = E; + E,, llevara la direccion horizontal , paralela a la linea que une —-r-/
las cargas, apuntando hacia la negativa. El mddulo se obtiene facilmente en el q
paralelogramo de la figura, notando que el angulo entre E; y E; sera 2o = 120°, ya i

que o = 60° es el angulo del triangulo equilatero formado por las cargas y S. Asi,
quedara

E = B +E2+2EF, cos120° = [ (6,75.10°) +(6,75.10°) +2.6,75.10° . 6,75.10°.(-0.5) = 6,75.10° N/ C

el mismo méddulo que E; o E;, como seguramente hubiese hecho ver la observacion
directa de la imagen: el triangulo formado por E4, E, y E es también equilatero.

Un comentario para acabar: esta distribucion de cargas, como se habra notado, es
un dipolo eléctrico. Si recordamos como es el diagrama de lineas de campo de un

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
dipolo, con lineas que nacen en q; y van a morir en q;, podemos confirmar los re- /_E\\
sultados que acabamos de calcular: puede verse en la figura como las intensidades , E

de campo en P y S, tangentes a la correspondiente linea de campo en cada punto, a \pi—// {2
llevan la direccion que hemos encontrado en los dos apartados anteriores.

SEPTIEMBRE 96

C2.- Define los conceptos de intensidad de campo, potencial, linea de fuerza y superficie equipotencial en un
campo de fuerzas gravitatorio. ;Bajo qué angulo cortan las lineas de fuerza a las superficies equipotenciales?
¢Por qué?

Véase la teoria.

Sol.- Las lineas de fuerza cortan perpendicularmente a las superficies equipotenciales, debido a que la intensidad de
campo es el gradiente (con signo menos) de la energia potencial.
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JuNio 97

C4.- ;Puede existir diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos de una region en la cual la intensidad de
campo eléctrico es nula? ;Qué relacion general existe entre el vector intensidad de campo eléctrico y el poten-
cial eléctrico? Razona las respuestas.

La relacion entre campo eléctrico y potencial es la que existe entre cualquier fuerza conservativa y su correspondien-
te energia potencial: recuérdese que E es la fuerza que actua sobre +1 C colocado en un punto, y que V representa
la energia potencial por culombio en un punto. En términos matematicos, el trabajo que hace E entre dos puntos A y
B se escribe como la diferencia de potencial entre ambos

B
[ E.dr=V,-V, (M

de forma que, si E = 0 en una region del espacio, la integral del primer miembro sera cero: una fuerza nula no hace
ningun trabajo, obviamente. Por consiguiente,

VA — VB =0 = VA = VB
no puede haber diferencia de potencial entre los dos puntos. Por supuesto, esto no significa que V, = Vg = 0; sino

que Ay B — como todos los puntos de la zona en que E = 0 — estan al mismo potencial. La implicacién mas importan-
te de esto es que mover cargas dentro de esa zona no requiere trabajo alguno.

Por lo demas, recuérdese que esta situacion aparece siempre dentro de un conductor, esté o no cargado: el interior
de un conductor es siempre una zona de E = 0; por lo tanto, de potencial constante.

La relacion entre campo y potencial esta recogida en (1). Podemos expresarla también con

E:—gradvz—ﬁvz—ﬂi—ﬂj—ﬂk (2)
oX oy oz
que es, en términos matematicos, la inversa de (1): ambas
ecuaciones en realidad expresan lo mismo, aunque (1)
permite obtener V cuando se conoce E, mientras que (2)
proporciona E cuando se tiene V.

En cualquier caso, el significado de (1) y (2), es decir, la
relacion entre E y V se resume en: el vector intensidad de
campo E en cualquier punto tiene la direccién en que V
varia mas rapidamente, y el sentido en que V decrece.
Entre otras cosas, esto implica la conocida relacion de
perpendicularidad entre lineas de campo y superficies
equipotenciales. En la figura se muestra una familia tipica
de superficies de potencial constante V4, V,, V3 en el or-
den decreciente V> V,> V3 y se muestra igualmente una
linea de campo tipica, que ha de ir cortando ortogonal-
mente cada superficie equipotencial que va encontrando.
Ademas, el campo E apunta en el sentido de los potencia-
les bajos.

Lineas de campo y superficies equipotenciales
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SEPTIEMBRE 97
C3.- Si una carga eléctrica negativa se desplaza en un campo eléctrico uniforme a lo largo de una linea de fuerza
bajo la accion de la fuerza del campo:
a) ;Como varia la energia potencial de la carga al pasar ésta desde un punto A a un punto B del campo?
b) ;Dénde sera mayor el potencial eléctrico del campo, en A o en B?
Razona las respuestas.

a) Bajo la accion de las fuerzas del campo, es decir, moviéndose de forma es- >
pontanea dentro del campo, cualquier carga, del signo que sea, lo hara yendo a B

lugares donde su energia potencial eléctrica sea mas baja. Distinto seria que la <
carga se mueva bajo la accién de otras fuerzas, ademas de E; en tal caso, el mo-
vimiento no seria espontaneo, y podria suceder con un aumento de la energia
potencial eléctrica. — > E

Otro modo de explicar esto puede verse en la figura adjunta. Ahi aparecen los
puntos A y B entre los que se movera una carga negativa q, de forma espontanea,
bajo la accion la fuerza F = gE (siendo q negativa, F y E tienen sentidos distintos).
La carga q, pues, se mueve espontaneamente en sentido contrario a las lineas de Campo uniforme
campo, por tanto, hacia los potenciales eléctricos altos; esto, como sabemos,
sucede en cualquier campo eléctrico. La energia potencial de la carga se escribira

E;=qV, (enA) ; E2=qV, (enB)

y la diferencia de energia potencial al ir de A a B sera AE, = Eg - E;‘ =q(V;—V,)

donde el paréntesis expresa una cantidad positiva, puesto que la carga se esta moviendo hacia potenciales altos, de
modo que Vg > V4. Al multiplicar por una carga q negativa, la variacion de energia potencial calculada queda negativa,
es decir, ha disminuido, tal y como deciamos mas arriba.

b) Aqui no cabe sino insistir en que las lineas de campo apuntan siempre hacia potenciales bajos, asi que el punto A
de la figura anterior esta a potencial mas bajo que el punto B. La carga negativa se mueve, espontaneamente, hacia
potenciales altos; por tanto, como se discute en el apartado anterior, hacia energias potenciales mas bajas.

SEPTIEMBRE 97
A2.— A una distancia “r” de una carga puntual “Q”, fija en un punto O, el potencial eléctricoesV =400V y la
intensidad de campo eléctrico es E = 100 N/C. Si el medio considerado es el vacio, determinar:
a) Los valores de la carga “Q” y de la distancia “r”.
b) El trabajo realizado por la fuerza del campo al desplazarse una carga de 1 uC desde la posicion que dista
de O el valor “r” calculado hasta una posicion que diste de O el doble de la distancia anterior.
Datos: Constante de la ley de Coulomb, K =9.10° N m? C2

E=100N/C
a) Llamemos P al punto del que nos hablan: si el potencial en P es 400 V, posi-
tivo, eso implica que la carga creadora Q es positiva. Las expresiones de la P
intensidad de campo eléctrico E (en mddulo) y del potencial V creados por una -7 Ve =400V
carga puntual son sencillas y bien conocidas /r/
//’1 [ -—4"‘*"—7"k— S
E-K2 (); vk @) * - 2r
r r
de forma que basta introducir en ellas los datos relativos al punto P y dividir miembro a miembro:
100 = k2 ke 1
rZ 100 1 rz rz 1
a0 4 .Q 1Ty TooreAm
400 = Kg K? .
r

para tener r, la distancia de P a la carga Q. En cuanto al valor de ésta, podemos volver a cualquiera de las dos expre-
siones, sabiendo ya r, y despejar. Por ejemplo, en el potencial de P:
Q 400.4

400 = K= 5
r 9.10

=9.109% = Q= =1,78.107 C = 0,18 pC

b) Ahora consideramos el desplazamiento de una carga de +1 pC desde el punto P al punto S, distante 2r = 8 m de la
carga puntual Q. Como ya sabemos el potencial de P, y ya que el potencial decrece inversamente con la distancia a Q,
el potencial de S sera 200 V:

Q

Vy =K== 9.10°
2r

-7
1,78510 — 200V

asi que, cuando una carga de +1 uC se mueve desde P hasta S, lo hace en el sentido de los potenciales decrecientes,
que es espontaneo para una carga positiva. El campo hara, por consiguiente, un trabajo positivo:
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emeoWs _ q(V, — V) = 107 (400 -200) = 2.10°* J

+1pnC

SEPTIEMBRE 98
A2.—- a) ;Qué diferencia de potencial debe existir entre dos puntos de un campo eléctrico uniforme para que un
electrén que se mueva entre ellos, partiendo del reposo, adquiera una velocidad de 10® m s~'? ;Cual sera
el valor del campo eléctrico si la distancia entre estos dos puntos es de 5 cm?
b) ;Qué energia cinética posee el electréon después de recorrer 3 cm desde el reposo?
Datos: Masa del electrén, m. = 9,109.1073" kg; Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C

a) Una carga, en nuestro caso un electron, puede ser acelerada o frenada por un campo eléctrico. Independientemen-
te de que se trate o no de un campo uniforme, cuando una carga q se mueve en un campo, desde el punto A al punto
B, bajo la accién exclusiva de la fuerza del campo, qE, su energia total (suma de cinética y potencial) se conserva:

lmvi+qV =1mv§+qVB (1)
2 2
donde la energia potencial se escribe E;, = qV. Se sigue de ahi que la variacion de energia cinética, AE., es
AE, =EZ-E} = —AE, = —qAV = q(V, V) ) -
Téngase presente que AV = Vg-V, para entender bien el significado de (2). o= m__ id
Obsérvese que, si la carga gana energia cinética, el primer miembro es F=-eE A
«— .

positivo; la igualdad requiere que lo sea el segundo también. Las conclu-
siones que se pueden sacar de esto son fundamentales y deben entender-
se con claridad: —E

Si q es positiva, la diferencia V,—Vg debe serlo igualmente, y V,>Vi: la
carga se habra movido espontaneamente (eso quiere decir que el campo
la ha movido) hacia potenciales bajos.

Si q es negativa, la diferencia V,—Vg debe serlo igualmente, para que el producto de ambas en el segundo miembro
quede positivo, y Va<Vz: la carga se habra movido espontaneamente hacia potenciales altos.

Podemos aplicar todo esto a nuestro caso, un electrén en reposo dentro de un campo eléctrico uniforme. Imaginamos
que el campo esta dirigido hacia la derecha; el electron sera empujado hacia la izquierda por la fuerza F = —eE, y se
moveria en linea recta desde A hacia la izquierda, acelerado por el campo y cada vez mas rapido. Supongamos que B
es el punto en el que la velocidad alcanza el valor vy = 10° m/s; sabemos también que v, = 0 m/s, pues partio del
reposo. La aplicacion de (2) deja

D

AE, = E}-EX =E :%mvé =-e(V,-Vy) (3)

de modo que, sustituyendo y operando
©9,109.107".10"
2.1,6.10"

asi que el potencial de B es mas alto, como debia ser. Si queremos responder en términos de AV = Vg-V,, entonces
sera AV =2,85V.

La diferencia de potencial entre dos puntos es el trabajo que hace el campo al llevar +1 C de uno al otro. En térmi-
nos mas concretos, es

%9,109.10*3‘.1012 =-1,6.107"(V, - V,) = V, -V, = =-2,85V

B
[ E.dr=V,-V,

Cuando se trata de un campo uniforme, E = Cte, de forma que puede salir de esa integral y el calculo del trabajo
resulta particularmente sencillo:

B B
[ E.dr=E [ dr =E(r,-r,) =EAr =V, -V, (4)

ya que es un simple producto escalar del campo E por el vector desplazamiento Ar de la carga +1 C. En nuestro caso,
de acuerdo con la figura, el campo es un vector E horizontal y hacia la derecha; el desplazamiento es el vector AB,
horizontal y hacia la izquierda; el angulo entre ambos seria m rad = 180°. Conocemos también el segundo miembro,
que vale —2,85 V, asi que resta solo despejar E, modulo de E:

2,85
0,05

E.AB.cos180° =E.0,05.(-1) = - 2,85 = E= =57N/C
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b) La figura muestra la situacion a que se refiere el apartado: el electron esta E =57 N/C
en C, después de haber recorrido 3 cm desde que salié del reposo, en A. Po-

demos entonces usar (4), entre los puntos A y C, para hallar la diferencia de 5 cm
potencial entre ellos: de nuevo E y Ar son vectores de sentido opuesto, pero - i
Ar mide 3 cm ahora: B,__Fi'EE_é _____________ A

EAr=V,-V. = V,-V.=57.0,03.cos180° = -1,71V 3em
y ahora usar (3), entre los puntos Ay C:

AE, =EC—EA =EC = %mvé =—e(V,-V)
-19
de modo que resulta EC = —e(V,—V) =-16.10".(-1,71) = 2,74.10" J = % =1,71eV
1,6.107" J/ eV

SEPTIEMBRE 99
A2.— Se tienen dos cargas eléctricas iguales y de signo opuesto, de valor absoluto 1.10° C, situadas en el plano
XY, en los puntos (-1,0) la carga positiva y (1,0) la carga negativa. Sabiendo que las distancias estan dadas en m,
se pide:

a) El potencial y el campo eléctrico en los puntos A(0,1) y B(0,-1).

b) El trabajo necesario para llevar un electrén desde A hasta B, interpretando el resultado.
Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C; Permitividad del vacio, € = 8,85.107'2 N"'m2C?

Dos cargas puntuales iguales y de signo contrario constituyen un dipolo
eléctrico (véase JuNio 96 B2). En este caso, se encuentran en el eje X,
equidistantes del origen de coordenadas y a 1 m del mismo.

E;

a) La figura muestra la total simetria que existe entre los puntos Ay B
en los que hemos de calcular la intensidad de campo y el potencial. Es
especialmente destacable como la intensidad de campo E es la misma
en ambos puntos, de forma que bastara que hagamos los calculos en A.

De otra parte, los puntos A y B estan en la mediatriz del segmento que
une las cargas q; Y q,. Asi, el punto A esta a la misma distancia r de q,

ydqu;
r=1+1 =ﬁm

asi que el mddulo de las intensidades de campo E; y E; en el punto A
es el mismo, y su valor es

|E|=|E,|=E=E, :K%:9.109$:4,5 N/C

Ahora debemos fijarnos en que las componentes verticales de E; y E,

se anularan, en tanto que las componentes horizontales se sumaran,

siendo ademas iguales. Es muy sencillo calcular cualquiera de esas componentes horizontales, notando que el angulo o
= 45°;

E,=E, =Ecosa =4,5.cos45° = 3,18 N/C
de modo que el vector E resultante en A tendra médulo E=E,+E, =2E, =6,36 N/C
o, en forma vectorial, E=6,36i N/C y, como se ha dicho ya, el campo en el punto B es el mismo que en A.

En cuanto al potencial, sabemos que los puntos de la mediatriz del dipolo tienen potencial cero, ya que estan a la
misma distancia de las dos cargas. Mas concretamente, seria:

1.107°
+9.10° = -——=0V
B NN
donde V; es el potencial que crea g, en cualquiera de los puntos A o B, y V, el potencial que crea g, en cualquiera de
esos puntos.

-1.107 9 9

V, =V, = V,+V, = K%+K% =9.10°

b) El trabajo necesario sera nulo. En efecto, el trabajo realizado por el campo cuando una carga cualquiera se mueve
entre dos puntos A y B del campo, con independencia del camino que siga, es

B
W = quE.dr = q(V,-V,)

donde esta vez seria q = e, la carga de un electron. Ahora bien, V,-V;g = 0, de suerte que el trabajo hecho por el cam-
po sera cero.
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Junio 00
C3.— Dos cargas puntuales e iguales de valor 2 uC cada una se encuentran situadas en el plano XY en los puntos
(0,5) y (0,-5), respectivamente, estando las distancias expresadas en metros.

a) ;En qué punto del plano el campo eléctrico es nulo?

b) ;Cual es el trabajo necesario para llevar una carga unidad desde el punto (1,0) al punto (-1,0)?

a) Hay un Unico punto en que se anula el campo creado por dos cargas iguales y del mismo signo:
el punto medio de la linea que une las cargas. Esto es asi siempre, sean cuales fueren las cargas
y la distancia entre ellas, y la razon puede entenderse bien en la figura: el centro de coordena-
das, (0,0), es el punto medio entre las cargas en nuestro caso; esta a la misma distancia de am- 4+
bas y los campos E; y E, llevan la misma direccion y sentido opuesto, ademas tendran el mismo |
modulo; por consiguiente, E = E; + E; = 0 en ese punto. L
No hay ningln otro punto del campo creado por q; y g, con intensidad de campo nula. De este \r
modo, el Unico sitio en que podriamos colocar una carga en reposo y dejarla en equilibrio seria ZJ
(0,0). Ahora bien, se trataria de un equilibrio inestable; es decir, si la carga situada en reposo y |
equilibrio en (0,0) fuese desplazada minimamente (es decir, por pequefio que fuese el desplaza- B |
miento producido) en cualquier direccion y después se la soltase, entonces ya no regresaria a la
posicion de equilibrio, sino que se alejaria cada vez mas de esa posicion.

Estas sencillas ideas se extienden a cualquier campo eléctrico, cualquiera que sea la distribucion !
de cargas creadora del campo. En un campo eléctrico no existen puntos de equilibrio estable; si ’r
se encuentran puntos de equilibrio (en los que E = 0), seran de equilibrio inestable. I

b) Tampoco aqui seran precisas operaciones. La simetria de la distribucion de cargas y de los /
puntos (1,0) y (-1,0) se ve con claridad en la figura, y muestra que los potenciales de los puntos A q _;_ (0,-5)
y B seran iguales, asi que la diferencia de potencial entre ellos sera V,-Vg = 0 V. Sabemos que el g
trabajo hecho por el campo para desplazar una carga q del punto A al punto B es

B
W= LqE.dr =q(V,-V,)

asi que podemos concluir inmediatamente que el trabajo sera nulo.

SEPTIEMBRE 00
A2.— Los puntos A, B y C son los vértices de un triangulo equilatero de 2 m de lado. Dos cargas iguales positivas
de 2 uC estan en Ay en B.
a) ;Cual es el campo eléctrico en el punto C?
b) ;Cual es el potencial en el punto C?
c) ¢Cuanto trabajo se necesita para llevar una carga positiva de 5 uC desde el infinito hasta el punto C si se
mantienen fijas las otras cargas?
d) Responder al apartado anterior c) si la carga situada en B se sustituye por una carga de -2 pC.
Datos: Permitividad del vacio, &, = 8,85 . 107"2N"' m2 C?

a) La figura representa la situacion de las cargas en A y B, asi como las inten-
sidades de campo E, y Ez creadas por estas cargas en el punto C. Ya que las
distancias de A y B, respectivamente r, y rg, no son sino el lado | del triangu-
lo, y ya que las cargas en A y B son iguales, parece obvio que la simetria exige
que los mddulos de E, y Eg sean iguales

e 2.10°°
AP 4ner? 4n.8,85.10712.22

=4500N/C

Ahora, principio de superposicion: el campo en C es la suma de los campos
creados por las dos cargas,

E= EA + EB
suma, naturalmente, vectorial. El paralelogramo necesario esta dibujado en la figura, donde puede verse con claridad
que el angulo entre los vectores E, y Eg es de 60°, igual al angulo del triangulo en C. Asi, por simetria, el campo E

resulta en la direccion de la bisectriz de ese angulo (y de la mediatriz del lado AB, altura sobre ese lado, mediana
también). Su modulo es inmediato:

E= \/EZA +E2 +2E, E; cos60° = \/45002+45002+2.4500.4500.0,5 =4500,/3 =7794,23N/C
en la direccion y sentido explicados.

b) Principio de superposicion: los potenciales se suman. Asi, el potencial del punto C es la suma de los potenciales
creados por las cargas colocadas en A y B; pero estos potenciales, por razones de simetria, son iguales: misma carga
en Ay B, a la misma distancia de C:

-6
V=V, +V, = Q ., Q@ , Q , 2.10 — =18000 V
Ay, Amegh 4me,r, 47.8,85.107"%.2
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c) Es muy frecuente cometer errores cuando se ha de calcular el trabajo sobre una carga que se mueve en un campo,
derivados de no entender con claridad si el trabajo lo hace el campo o lo hacemos nosotros contra las fuerzas que el
campo aplica sobre la carga. Una cierta disciplina de calculo podria evitar estos errores:

Situacion: la carga q (con signo!) va a moverse desde P hasta S
Paso 1: ;Conocemos los potenciales de P y S? Si no es asi, deberiamos calcularlos.

Paso 2: El trabajo hecho por el campo, sobre la carga q, que se mueve de P a S es ;"’m‘”WPS =q(Vp—V;)

Paso 3: Si ese trabajo sale negativo, la carga se ha movido contra las fuerzas del campo. En tal caso, ha habido que
moverla con alguna fuerza exterior, opuesta a la del campo: el trabajo minimo (generalmente se refieren
siempre a esto) que habra realizado esa fuerza es el mismo que realizado por el campo, cambiado de signo.

En nuestro caso, q = 5 PC (positiva, ira espontaneamente hacia potenciales bajos). El potencial del punto de llegada,
C, es V¢ = 18000 V; el potencial de salida en infinito es cero (ese punto esta a distancia infinita de A y de B). Asi que
lo sabemos todo, y podemos ir al paso 2:

El trabajo hecho por el campo sera gf;“gmw; =q(V, V) =5.10"°(0-18000) = - 0,09 J
Como es negativo, se ha requerido trabajo contra el campo para transportar la carga. Su valor minimo sera
contra el campoWC =0.09J

5uC
d) ;Qué es lo que cambia? El potencial del punto C, que va a ser nulo: en efecto, ahora las cargas en A y B tienen el
mismo valor, pero son de signo contrario, de modo que crean en el punto C potenciales positivo (la de A) y negativo
(la de B), que se anulan,

Vc = VA + VB =0V
asi que, como C esta al mismo potencial que infinito, la diferencia de potencial V,-Vc=0V

y el trabajo necesario para mover la carga es cero esta vez.

Junio 01
B2.- Tres cargas positivas e iguales de valor q = 2 uC cada una se encuentran situadas en tres de los vértices de
un cuadrado de lado 10 cm. Determine:
a) El campo eléctrico en el centro del cuadrado, efectuando un esquema grafico en su explicacion.
b) Los potenciales en los puntos medios de los lados del cuadrado que unen las cargas y el trabajo realizado
al desplazarse la unidad de carga entre dichos puntos.
Datos: Constante de la ley de Coulomb en el vacio, K =9.10° N m*C™

a) Las tres cargas q4, 4, ¥ g3 tienen el mismo valor g = 2 uC y se encuentran en tres
de los vértices del cuadrado de la figura. Ya que estan a la misma distancia del
centro C del cuadrado, que es la mitad de la diagonal,

r= g = %ql 10 +10* = %10\/5 =542 cm
parece claro que las intensidades de campo E4, E; y E3 creadas por las tres cargas
en el punto C van a tener el mismo moddulo, tal como aparece recogido en la figu-
ra. Ademas, por razones de simetria obvias, E, y E3 se anularan, E;, + E3 = 0, de
forma que la intensidad de campo resultante en C sera

E=E,+E;+E3=E;
el campo creado por la carga q;. Este vector lleva la direccion de la diagonal y
apunta al cuarto vértice del cuadrado. Su moédulo es
2.10°

(5v2.1077

b) Los puntos medios de los lados que unen las cargas son M y N. Por razones de e ry N +
simetria evidentes, el potencial en ambos sera el mismo, de modo que lo calcula- / -
remos en uno de ellos, digamos el punto N. La figura muestra las distancias de las / -

tres cargas al punto N, que hemos llamado ry, r; y r3; dos de ellas son evidentes [rad

rir=rp=5cm T
puesto que son la mitad de un lado. La tercera, r3, es hipotenusa de un triangulo

rectangulo de catetos 10 cm y 5 cm, como puede verse facilmente en la figura, de /
forma que J/

/

r, = 102 +5% = /125 = 545 cm /

asi que podemos calcular el potencial del punto N, recordando el principio de su- @ 10 cm
perposicion: los potenciales creados por las tres cargas se suman:

Q3+ 10 cm

E=KJ -9.10° 3,6.10°N/C
r
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V= V4V +V,, =KI ik kS
I,

1 rZ r3

donde V,y es el potencial en M creado por q;, y de manera semejante se entienden los otros sumandos; por supuesto,
Vy es el potencial resultante en N. Los calculos son

-6 -6 -6
VN=9-10"2'10 240° o0 2.10
5. 54/5.102

y, como ya se ha dicho, el potencial en M sera el mismo por razones de simetria. De este modo, desplazar cualquier
carga entre My N, por ejemplo la unida de carga, no supondra ningun trabajo, por ser nula la diferencia de potencial
Vu-Vy entre los dos puntos.

9.10°
107 " 510

=3,6.10° + 3,6.10° + 1,6.10° = 8,8.10° V

SEPTIEMBRE 01
B2.- Se tienen dos cargas puntuales sobre el eje X, q;= -0,2 uC esta situada a la derecha del origen y dista de él
1 m; q,= +0,4 pC esta a la izquierda del origen y dista de él 2 m.

a) ;En qué puntos del eje X el potencial creado por las cargas es nulo?

b) Si se coloca en el origen una carga q= +0,4 uC, determine la fuerza ejercida sobre ella por las cargas q; y q,.
Datos: Constante de la ley de Coulomb en el vacio, K =9.10° N.m? C*?

a) El potencial creado en cualquier punto por esta distribucién de cargas es, de acuerdo con el principio de superposi-
cion, la suma de los potenciales debidos a una y otra:
V=V;+V, (1) 3m

y, ya que una de las cargas es positiva y la otra negati- 3-x X
va, puede ocurrir que esa suma sea cero en puntos

determinados. Por supuesto, si las dos cargas fuesen P

del mismo signo, eso no podria suceder en ningln pun- & G

to.

(En qué puntos puede resultar, entonces, V = 0?2 Hay D . R PO S
puntos fuera del eje X, desde luego, y es algo mas 3+x

complicado buscarlos. Y hay algln punto, exactamente f ____________________________________ g
dos, en el eje X, y esos son los que nos piden. Cllz 0 a S

El primero de ellos esta entre las cargas, dentro del

segmento que las une, que contiene el origen 0. Como

se supone que no sabemos qué punto es, le llamamos P, en la figura de arriba. Suponemos que esta a x m de q;; como
la distancia entre q; y q, es de 3 m, parece claro que P estard a 3—x m de q,. La condicion de V = 0 en este punto
requiere que

V=v+V, =kI k% _¢
X

3-Xx
_ -6 -6

de donde se sigue G, % _g 0,210 +0’4'10 =0 = 0,4x=0,23-x) = x=1m
X 3-X X 3-x

asi que P estd 1 m a la izquierda de qy; por tanto, 2 m a la derecha de q,. Parece obvio que se trata justamente del
origen de coordenadas.

La otra solucion hay que buscarla fuera del segmento, a la derecha de q;. Sabemos esto porque, ya que g; es una
carga mas pequefa que q,, el punto de potencial cero tiene que estar mas cerca de q; que de q,. Llamamos S a ese
punto, y lo suponemos a distancia x de q;, como aparece en la figura de abajo. Ahora, como puede verse, g, queda a
distancia 3+x del punto S. La condicion de V = 0 en S se escribe

V=v+V, =K s k-H__o

X 3+x

B 6 %

&+ q, 0 = 0,2.10 +0,4.10

de donde se sigue =
X 3+X X 3+x

=0 = 0,4x=0,23+x) = x=3m

y ahora S esta 3 m a la derecha de qy; por tanto, 6 m a la derecha de q,. El dibujo no hace justicia al resultado.

b) La fuerza sobre una carga q colocada en un lugar donde la

intensidad de campo es E resulta PR . e N,
F=qE (2) R , Ei
* >
asi que necesitamos conocer la intensidad de campo en O. Una @ o E g
vez mas, principio de superposicion: los campos se suman. En la - E
figura se muestran las intensidades de campo E; y E, creadas en O qu 0 !

por las cargas q; y q,, respectivamente.

Como se ve, ambos vectores llevan la direccion del eje y sentido
hacia la derecha. Sus médulos son
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B 94002410 900N/ cC

| q 50,2.10°¢ _
=910 25"~ =1800N/C E, =K—

E =K
XJ 1 X5

de manera que, ya que son vectores de misma direccion y mismo sentido, su suma también estara en el eje y hacia la
derecha; su modulo sera la suma de los modulos

E=E+E, =2700N/C

Por lo tanto, al aplicar (2) sobre una carga q = +0,4 uC colocada en O, la fuerza llevara la direccion del eje X, sentido
positivo, y medira

F=qE=0,4.10"°.2700 = 1,08.10*N  (F = 1,08.107i N)

MopELo 02
A2.— Un electron es lanzado con una velocidad de 2.10° m/s paralelamente a las lineas de un campo eléctrico
uniforme de 5000 V/m. Determine:
a) La distancia que ha recorrido el electrén cuando su velocidad se ha reducido a 0,5.10° m/s.
b) La variacién de la energia potencial que ha experimentado el electron en ese recorrido.
Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.107"° C; Masa del electrén, m. = 9,1.10%" kg

El problema SEPTIEMBRE 98 A2 es una buena lectura previa para este ejercicio. Una vez mas se plantea el movimiento
de una carga — un electrén, esta vez — en un campo. Como sabemos, en cualquier caso (sea uniforme el campo o no),
si la carga se mueve entre A y B bajo la accién exclusiva de las fuerzas del campo, existe conservacion de energia,
ya que el campo eléctrico es siempre conservativo. Esto se escribe

AE, = EZ-E} = —AE, = —qAV = q(V, - Vp) (1)

Ademas, como se explico detalladamente en el citado ejercicio, el trabajo hecho por E entre dos puntos, en un campo
uniforme, es especialmente sencillo,

[(E.dr=E [[dr =E@r,-r,) =EAr =V, -, 2)

y no necesitamos nada mas. Entiéndase bien, (2) s6lo es correcta en un campo uniforme, para poder sacar E de la
integral. En esta expresion, E es el campo y Ar el vector desplazamiento de la carga.

Ahora, apliquemos esto a nuestro asunto: el electron esta en A, lanzado

hacia la derecha, en la direccion del campo. Se esta moviendo hacia E ,
potenciales bajos, en el sentido de las lineas del campo, que le estara

frenando: es obvio que le aplica una fuerza hacia la izquierda. A Va B_ v
Asi que va perdiendo velocidad, y llegara a detenerse. Cuando pasa por .

B, su velocidad se ha reducido de forma considerable. Como sabemos la Ar

velocidad en A, v, = 2.10° m/s, y en B, vz = 0,5.10° m/s, podemos usar (1)
para hallar la diferencia de potencial entre Ay B:
AE, = E-E2 :%mevg_%

m.Vv3 = %9,1.10-31 (0,5%.10'-22.10"*) = -1,71.10 "¢ J
171107

1,6.107"°
y el punto A esta a potencial mas alto que B; ya lo sabiamos. Ahora podemos usar (2) para hallar la distancia entre Ay

B: notese que E y Ar son esta vez vectores de la misma direccion y sentido; su producto escalar es un simple producto
de modulos

Es decir, AE, =-171.10 J=—e(V, -V,) = V, -V, =10,66 V

10,66
5000
b) La respuesta es inmediata, y esta escrita en (1): la variacion de energia potencial es la misma que la de energia

cinética, pero con signo contrario. De hecho, esto es una obviedad: bajo fuerzas conservativas — como las eléctricas,
por ejemplo — la energia total (suma de E. y E;) se conserva; lo que pierda una, lo gana la otra. Asi que resulta

AE, = —AE. =1,71.10"% J

=2,13.10° m=2,13 mm

E.Ar=V,-V, =  E.AB=10,66 = AB

Por supuesto, podemos hacer el célculo de modo directo, ya que la energia potencial del electron es E, = —eV, y por
tanto la variacion es

AE, =E} -E) = —eV,—(-eV,) =e(V, - V;) =1,6.107°.10,66 = 1,71.107" J

JuNio 05
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A2.— Tres particulas cargadas Q; = +2 pC, Q, = +2 yC y Q3 de valor desconocido estan situadas en el plano XY. Las
coordenadas de los puntos en los que se encuentran las cargas son Q;: (1,0), Q: (-1,0) y Qs: (0,2). Si todas las
coordenadas estan expresadas en metros:
a) ;Qué valor debe tener la carga Q; para que una carga situada en el punto (0,1) no experimente ninguna
fuerza neta?
b) En el caso anterior, ;cuanto vale el potencial eléctrico resultante en el punto (0,1) debido a las cargas Q;,

QyQs?
Dato:  Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C?2

a) En el punto P (0,1) ocupado por una eventual carga q existe un cam- IY
po creado por las cargas Q;, Q, y Qs; de acuerdo con el principio de Q, ®(0.2)
superposicion

E=E,+E;+E; (1) E.+E

"
como se muestra en la figura. La fuerza que actla sobre la carga q L t\‘\ 2
puesta en P es F = qE, de manera que es necesario que E = 0 en ese Ei |-y E;
punto para que la fuerza resulte nula, tal como se nos pide. & 4
La observacion de la figura ilustra como las intensidades de campo E; y ,B [ )
E, deben tener el mismo mddulo, ya que Q; = Q, y ambas cargas estan A S
- ~ N

a la misma distancia (ry = r;) del punto P. Esa distancia es

. EY N
n=r=ytr+f =2m A .
y las intensidades de campo miden, por tanto 1.0 - \“(1’0)
0 X
-6 Q Q
E = -kZ k% - 9.10°21% _ 9000 N/C '
r, r, 2

Ahora bien, al sumar los vectores E, y E, parece obvio que las componentes horizontales, por simetria, seran iguales y
de signo contrario, de forma que se anularan. Quedaran las componentes verticales, ambas hacia arriba y de la misma
medida, de nuevo por razones de la simetria de la distribucion. Esas componentes verticales, que llamaremos Eq, y
E,y, son las correspondientes proyecciones de los vectores sobre el eje Y, y valen

E, = E,, = E,cosa = E, cosc = 9000.— = 6363,96 N/C

JZ
de manera que la suma E; + E, acaba siendo un vector dirigido hacia Qs, a lo largo del eje Y, y su mddulo es el doble
de la proyeccion que acabamos de calcular:

|E,+E,| = 2E, = 2E,, = 12727,92 N/C @)

Asi, parece claro que si la suma (1) debe ser nula, el vector E; debe estar dirigido también a lo largo del eje Y, hacia
abajo, y debe tener como modulo la cantidad obtenida en (2). De esto, y ya que la distancia de Q;aP esr; =1 m, se
puede obtener el valor de Q3

E, :KQ—;:12727,92 N/C = Q, :12727,92#:+1,41 pC
r .

3

b) El potencial en el punto P es la suma de los potenciales creados por las tres cargas Qs, Q, y Qs. Ahora que sabemos
lo que vale cada una de ellas, y también la distancia de cada una a P, el calculo es inmediato:

-6 6 6
Q4 Q  (Q g0 2:10° , 2.10° 14110

R T T T T

V=V+V,+V,=K ) = 38183,77 V
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SEPTIEMBRE 05
C2.-Dos masas iguales, M = 20 kg, ocupan posiciones fijas separadas una distancia de 2 m, segdin
indica la figura. Una tercera masa, m’ = 0,2 kg, se suelta desde el reposo en un punto A equidis-
tante de las dos masas anteriores y a 1 m de la linea que las une (AB = 1 m). Si no actian mas
que las interacciones gravitatorias entre estas masas, determine:

a) La fuerza ejercida (médulo, direccion y sentido) sobre la masa m’ en la posicion A.

b) Las aceleraciones de la masa m’ en las posiciones Ay B.
Dato: Constante de Gravitacién Universal G=6,67.10""" N m? kg™

a) La fuerza que actla sobre una masa m en un punto de campo gravitatorio, a menudo llamada “peso” del cuerpo en
ese lugar, es la conocida

F=mg (1)
donde g es la intensidad del campo gravitatorio en ese punto. En el caso que ,

nos plantean, la intensidad de campo gravitatorio en A, donde esta m’, sera My A

(principio de superposicion) la suma de los campos creados por cada una de g Su \Bz

los masas M. En la figura mostramos como seran esos vectores, a los que de- AT e

nominaremos g; y g,: se trata de campos radiales, dirigidos hacia la masa que // R \\

los crea. S Ye N
8=81+89 (2) . < >

Ademas, los mddulos g; y g, son iguales, por sencillas razones de simetria. Su M & B & M

valor es

. 20

g=g,= c-;M2 =6,67.10" 5= 6,67.10"° N/kg (=m/s?)
r

donde se ha empleado la distancia r de cualquiera de las masas M al punto A, deducida de la figura

r=yt+f=2m
La suma, como puede apreciarse en la figura, no es dificil: las componentes horizontales de ambos vectores son de

sentido opuesto y mediran lo mismo: se anularan. Las componentes verticales, dirigidas ambas hacia abajo y de la
misma medida, se reforzaran. En conclusion, el campo g en A quedara dispuesto verticalmente y hacia abajo.

Hallamos las componentes verticales de g, y 8,, a las que llamaremos g4, y gy, respectivamente:

g, =8, =8,Coso =g, coso = 6,67.10"° S 4,72.107 N/kg

72

y concluimos que el campo en A estara dispuesto verticalmente, hacia B, y medira el doble de esta ultima cantidad:
g=9,43.107"" N/kg
La aplicacion de (1), ahora, acabara la cuestion: la fuerza sobre la masa m’ = 0,2 kg colocada en A sera vertical,
apuntando hacia B, y su médulo sera
F=m’g=0,2.9,43.107"°=1,89.107"°N

b) Ahora hemos de recordar que la intensidad de campo gravitatorio en un punto mide la fuerza que actuaria sobre
una masa de 1 kg colocada en ese punto, pero también representa la aceleracion de cualquier objeto masivo que se
coloque ahi. Por tanto, ya que conocemos la intensidad g de campo en A, sabemos cual sera la aceleracion de m’ en
ese punto

g =9,45.107"" m/s?

En cuanto al punto B, el campo gravitatorio se calcula de nuevo aplicando (2): esta vez, ya que se trata del punto
intermedio entre las dos masas M, los campos g; y g, tienen la misma direccion, sentidos opuestos y, por razones de
simetria, el mismo mddulo, de manera que suman 0. Consiguientemente, la intensidad de campo en B es cero, y la
aceleracion de m’ cuando pasa por B es

g = 0 m/s?
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SEPTIEMBRE 05
C5.-Un proton que parte del reposo es acelerado por una diferencia de potencial de 10 V. Determine:
a) la energia que adquiere el proton expresada en eV y su velocidad en m/s;
b) la longitud de onda de De Broglie asociada al proton moviéndose con la velocidad anterior.
Datos: Carga del protén, q, = 1,6.107"° C; Masa del protén, m, = 1,67.107% kg; Constante de Planck, h = 6,63.107* J s

a) Un ejercicio que aborda una cuestion muy comln, la de cargas aceleradas (o frenadas) por medio de una diferencia
de potencial. De manera genérica, el planteamiento debe ser el siguiente: una particula de masa m y carga q, en un
campo eléctrico, tiene una energia que se obtiene sumando energia cinética y potencial:

1
E:EC+EP=Emv2+qV 1)

donde V es el potencial del punto en el que se encuentre la carga, y v su velocidad en ese lugar. Convendria recordar
aqui, una vez mas, el sentido fisico del potencial eléctrico: en esencia, no es otra cosa que la energia potencial por
unidad de carga; de ahi que la energia potencial eléctrica de una carga q se escriba como E, = qV.

De este modo, ya que las fuerzas eléctricas son conservativas, si una particula de carga q se mueve desde un punto A
a un punto B bajo la accién exclusiva de las fuerzas del campo (jesto es fundamental!) la energia se conserva. Esto
es

%mvfﬁqvA = %mvéJquB (2)

independientemente, ademas, del camino que la particula haya seguido para ir de A a B. Podemos entonces relacionar
la variacion de la energia cinética de la particula con la diferencia de potencial entre los puntos A y B:
1 1

AEczimvé—Emvi = q(V,—V,) = —qAV = - AE, (3)

donde las expresiones ~ AE_ = E/™ —EM™ = E® _ E*; AV = Vo = Vi = Vo= Vs

se entienden, como toda variacion de una magnitud, en términos de valor final menos valor inicial. El uso de (3),
AE. = -qAV

es muy frecuente, en los calculos de aceleracion o frenado de cargas en un campo eléctrico. La diferencia de poten-
cial entre llegada y salida, AV, se llama potencial de aceleracion, o de frenado, segin los casos: es de aceleracion
cuando la carga gana energia cinética; es de frenado si sucede lo contrario.

Asi, en el problema que nos ocupa, se dice que un proton es acelerado por una diferencia de potencial de 10 V.
Como va a ganar energia cinética, AE. va a ser positiva, y la observacion de (3) muestra que AV tiene que ser negati-
va: esto no hace sino confirmar algo que ya sabiamos, y es que un proton — carga positiva — es empujado por un cam-
po eléctrico hacia los potenciales bajos.

-18
Las cuentas daran AE, =-1,6.10"°(-10) =1,6.10" J = M =10 eV
16.10" J7,,

para la energia cinética ganada por el proton. Como parte del reposo, esa es también la energia cinética final, de
modo que la velocidad alcanzada sera

-18
Efal — % myv:=16.10"%J = v= /% = 4,38.10* m/s

b) La longitud de onda de De Broglie asociada a tal protén es ya inmediata
h h h
Tpomy J2mE
Y, Ya que tenemos la energia cinética del proton, usaremos la Ultima de esas expresiones
3 h _ 6,63.107*
S J2mE  [2.1,67.107.1,6.10 "

A

=9,07.10™ m
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JuNio 06
C1.- Llamando gy y Vj a la intensidad de campo gravitatorio y al potencial gravitatorio en la superficie terrestre
respectivamente, determine en funcién del radio de la Tierra:

a) La altura sobre la superficie terrestre a la cual la intensidad del campo gravitatorio es gy/2.

b) La altura sobre la superficie terrestre a la cual la el potencial gravitatorio es Vy/2.

a) La figura muestra un punto P sobre la superficie terrestre y la
intensidad del campo gravitatorio en ese punto, go. Se trata de un

vector radial, apuntando al centro de la Tierra, y de modulo P
o
M
-qn /2
8 =Gy (1) R/ 2
donde M y R son la masa y el radio de la Tierra. También se mues- if‘j.f.. ey
tra un punto Q, a una altura h sobre la superficie, en el que la C

intensidad de campo gravitatorio es un vector igualmente radial,
hacia dentro, de médulo mitad de go. La distancia de Q al centro
de la Tierra es r = R+h, de modo que debe cumplirse

N M M

2 =7 = CReny @)

asi que, llevando a (2) el valor de g, de (1), tenemos
M M
—=0G = 2R?=R+h? = RYy2=R+h = h=R(J2-1)=0,41R
2R? (R+h)? ( ) \/7 (\/7 )

la primera respuesta.

b) La figura muestra ahora el punto P de la superficie terrestre,
que estd a un potencial V, (recuérdese que la superficie de la

Tierra es equipotencial, de modo que todos los puntos de la su- Vo P
perficie estan a ese potencial). El valor de V, es - Vo/2
R _-~ - S
M .~ Pl
Vo =-Go 3) -

donde My R son de nuevo la masa y el radio de la Tierra. Un punto
S, a una altura h sobre la superficie de la Tierra, esta a un poten-
cial gravitatorio

v - oM
r

donde r = R+h. Para que el potencial aqui sea V,/2, debera cum-
plirse

MoV, M
s = =>=-G_—
R+h 2 2R

la segunda respuesta. Notese que, tratandose de cantidades negativas, el potencial en S, Vs, es mayor que en la su-
perficie.

= 2R=R+h = h=R
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JuNio 06
C3.- Una carga puntual de valor Q ocupa la posicion (0,0) del plano XY en el vacio. En un punto A del eje X el
potencial es V = -120 V y el campo eléctrico es E = —80 i N/C, siendo i el vector unitario en el sentido positivo del
eje X. Si las coordenadas estan dadas en metros, calcule:

a) La posicion del punto Ay el valor de Q.

b) El trabajo necesario para llevar un electrén desde el punto B(2,2) hasta el punto A.
Datos: Valor absoluto de la carga del electrén, e = 1,6.10™"° C, Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C?2

a) La carga puntual Q se encuentra en el origen de coordenadas del plano XY. El v
punto A esta en todo caso en el eje X, vy, ya que el potencial ahi es negativo, es B22)
facil concluir que la carga Q es negativa. Sabiendo eso, también sabemos que el Vg

campo E creado por Q debe ser radial y hacia la carga, asi que A debe estar a la
derecha de (0,0), en algun punto del semieje X positivo: la figura recoge la situa-
cion, tal como la hemos descrito. " < A

Lo que queda es una simple cuestion de escribir campo y potencial, para tener E Va X

dos ecuaciones con las que trabajar. Las expresiones, para una carga puntual, son
las bien conocidas

Q

e-xl2 v-k2

r r

donde E es el modulo de E: como hemos sefialado en diversas ocasiones, es una de las escasas situaciones en las que
Q debe ser tomado en valor absoluto, prescindiendo de su signo. Eso, por ejemplo, no se hace en la expresion del

potencial. Llevando los valores en A, tenemos

£_go-k 2l ke 1
o S T R T
~ _.Q 120 Q1 -
v, =120 K s

la posicion del punto A: notese que Q es negativa, mientras que |Q| es una cantidad positiva. Ahora, llevando el valor
de r al potencial en A:

VA:KQ:—120V = 9.1092:—120 = Q= 120.1,5

T 1,5 T 9.10°

=-0,02 puC

b) Para discutir el trabajo entre dos puntos de un campo eléctrico necesitamos los potenciales de ambos: el de A es
un dato del problema; el de B se calcula con facilidad. La distancia de este punto a la carga Q es

r=y2"+2"=/8=2/2m

asi que el potencial en B resulta

-8
Q_ 9.10° ~2.10
r 22
de modo que nos hablan de mover un electréon — una carga e negativa — desde un punto B a potencial —63,64 V hasta
un punto A a potencial —120 V: por tanto, hacia potenciales bajos. Ahora bien, las cargas negativas se mueven es-
pontaneamente en un campo hacia potenciales altos; por lo tanto, estamos tratando un desplazamiento en contra
de las fuerzas del campo. Se precisaria un trabajo realizado por nosotros, contra el campo, y su valor seria, como
minimo, el mismo que haga el campo y de signo contrario. Una manera practica de hacer el calculo y no depender
demasiado de la memoria (;era V5 — Vg, 0 era del revés, Vg — V,?) es calcular siempre el trabajo que hace el campo:

amOWA — _e(V,—V,) = —1,6.10"°(~63,64 —(~120)) = —9,07.10"% J

donde, como debemos saber — jjeso es lo que debemos saber!! — se resta el potencial del punto de salida, B en nues-
tro caso, menos el potencial del punto de llegada, A en nuestro caso.

El hecho de que el trabajo realizado por el campo sea negativo tiene un significado inequivoco: la carga se movi6 de
forma no espontanea, contra las fuerzas del campo. En nuestro caso, ya lo habiamos entendido. Ademas, el trabajo
necesario minimo, contra el campo, es ese mismo, con signo positivo

contra el cam;ioeWBA — 9, 07 .10.13 J

Un comentario Ultimo: ;por qué hablamos de trabajo necesario minimo? Generalmente, cuando nos plantean una
cuestion como este apartado b), hay un sobreentendido que no se menciona: imaginemos al electron inicialmente, en
B, en reposo, con velocidad v = 0.

Si el electron se va a mover de forma no espontanea, el campo hara trabajo negativo, como ya hemos visto, y no
ayudara en el desplazamiento; se estara oponiendo a él. Para conseguir que el electron se mueva, necesitamos vencer
el trabajo del campo con otro positivo. Si realizamos exactamente el mismo trabajo que hace el campo, aunque con
signo positivo, el electron de mueve de B a A sin ganancia de velocidad: si sale de B con velocidad v = 0, llega a A con
velocidad v = 0. Ese es el trabajo minimo necesario, y el electron no ha cambiado de energia cinética.

Claro esta, podemos realizar un trabajo mayor que el minimo necesario: en nuestro caso, el campo hace el trabajo
que hemos calculado, —9,07.107"® J, y nosotros podemos realizar otro, positivo, y mayor que ese: entonces el electron
llegara a A con alguna velocidad, y habra ganado energia cinética.
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SEPTIEMBRE 06
B2.— Dos cargas eléctricas positivas e iguales de valor 3.107° C estan situadas en el punto A(0,2) y B(0,-2) del
plano XY. Otras dos cargas iguales Q estan localizadas en los puntos C(4,2) y D(4,-2). Sabiendo que el campo eléc-
trico en el origen de coordenadas es E = 4.10% i N/C, siendo i el vector unitario en la direccion del eje X, y que
todas las coordenadas estan expresadas en metros, determine:

a) El valor numeérico y el signo de las cargas Q.

b) El potencial eléctrico en el origen de coordenadas debido a esta configuracién de cargas.
Datos: Constante de la Ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) La figura muestra la disposicion de las cuatro cargas, en los puntos A, Y
B, C y D. De entrada, es evidente que los campos creados en el origen C
de coordenadas por las cargas situadas en A y B son vectores opuestos, Ag s
ya que se trata de cargas positivas, iguales y a la misma distancia. Por r el |
tanto, E, + Eg = 0, y solo debemgs preocuparnos por las cargas Q situa- A /,/’ '12m
das en C y D. Un poco de reflexion permitira entender que estas cargas E E. - !
son negativas: de otro modo, no seria posible que el campo en el origen ¢ /:\\ E \
de coordenadas acabe siendo E = 4.10° i N/C, un vector que lleva el PPrad X
sentido positivo del eje X: Unicamente si los campos Ec y Ep apuntan Ep, ~~--
hacia C y D puede obtenerse ese resultado. EA“ T~
El resto es un calculo sencillo. La igualdad de las cargas Q, junto a la H“‘un
simetria respecto al origen de coordenadas, impone que los vectores E¢ * g
. . o B Q D
y Ep tengan el mismo modulo. Puede verse entonces con facilidad que am
las componentes de Ec y E, en la direccion del eje Y se anularan, pues e >
tienen sentido contrario. Asi, quedan las componentes de Ec y E, en la
direccién X, que se superponen y se refuerzan, para dar el campo final en el origen de coordenadas.
La distancia entre C (o D, tanto da) y el origen es r=4J4+2* =420 =25 m
El modulo coincidente de E¢ y Ep vale, entonces, en funcion de Q
E.=E = K% —9.100 2 _ 4,5Q.10° N/C
r 20
y la componente de cualquiera de ellos en el eje X, teniendo en cuenta que cosa = 4 = 2z , resulta ser

25 5

=E, =E cosa = 4,5Q.108l N/C

V5

asi que el campo en el origen finalmente resulta un vector en la direccion del eje X, sentido positivo, y que mide el
doble que cualquiera de esas componentes. Si ha de tener el valor que exige el enunciado, debera cumplirse la si-
guiente igualdad entre moddulos:

E

Cx

E=2E, =2E.cosa = 2.4,5Q.108% =410° = Q=4,97.10°C=4,97 uC
pero debemos recordar que Q es negativa, de modo que nuestra respuesta seria Q=-4,97.10°C = -4,97 uC

b) Ahora conocemos la configuracion de cargas de manera completa. El potencial del origen de coordenadas es, de
acuerdo con el principio de superposicion, la suma de los potenciales debidos a cada una de las cuatro cargas, que
llamaremos V,, Vg, Vc Y Vp ¥ que seran iguales dos a dos, por razones de simetria obvia (V4= Vg, V¢ = Vp). Resultara:

-6 -6 -6
3.10 -4,97.10 +9.10° —4,97.10

25 25

-6
V=VA+VB+VC+VD=9.109¥+9.10" +9.10° =7000 V
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MobeLo 07
B1.— Una carga positiva de 2 pyC se encuentra situada inmévil en el origen de coordenadas. Un protén moviéndose
por el semieje positivo de las X se dirige hacia el origen de coordenadas. Cuando el protén se encuentra en el
punto A, a una distancia del origen de x = 10 m, lleva una velocidad de 1000 m/s. Calcule:

a) El campo eléctrico que crea la carga situada en el origen de coordenadas en el punto A.

b) El potencial y la energia potencial del protén en el punto A.

c) La energia cinética del proton en el punto A.

d) El cambio de momento lineal experimentado por el protéon desde que parte de A y por efecto de la repul-

sion vuelve al mismo punto A.

Datos: Cte de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C%; masa del protén, m, = 1,67.10% kg; Carga del protén, g, = 1,6.107"° C

a) El primer apartado es un sencillo calculo de intensidad de

campo creado por una carga puntual. El vector E en el punto A QJL -1000m/s  p g X
llevara la direccion del eje X, sentido positivo, como se mues- bl ; >
tra en la figura, y sera Of,,,,,,,,,,,JQ,nJ 77777777777 ’
-6
E-kZi-9.10° 2%102 i=1,8.10° N/C
r

b) El potencial del punto A es también obvio; de nuevo hablamos de una carga puntual creadora:

-6
Q _9.10° 2.10
r 10

y la energia potencial del proton que se encuentra en ese punto:
E,=qV= 1,6.107°.1800 = 2,88.10" J=1,8 keV

V=K =1800 V

(recuérdese que 1 eV = 1,6.10" J, para aclarar el (ltimo cambio de unidades)

c) Conocemos la masa del proton y también su velocidad en el punto A, asi que su energia cinética es inmediata. Ya
que se esta moviendo hacia la izquierda, escribiremos su velocidad con signo negativo:

E .= %mvZ :% 1,67.10% .(-1000)* = 8,35.102J
y resulta, como puede verse, mucho mas pequeia que la energia potencial, por mas de cinco ordenes de magnitud.
Esto, naturalmente, debe entenderse como consecuencia de la
baja velocidad del protén.

Q -1000m/s p X
d) ;Qué le sucede al protdon después de pasar por A? La fuerza -+ *
eléctrica sobre él es de frenado, y sera mayor cuanto mas cerca 0 A
esté del origen, donde esta la carga Q. Asi, el proton pierde velo- P L L —— -
cidad y, con ello, pierde energia cinética; a cambio, la energia
potencial aumenta en la misma cuantia: las fuerzas eléctricas son Q _oP X
conservativas, de modo que la suma de las energias cinética y + Y0y
potencial es invariante, puesto que se trata de la Unica fuerza 0 P A
sobre el protén.
Asi que el protdn se detendra, agotada su velocidad, en un punto Q P 1000 m/s X
P; en ese lugar, toda la energia serd potencial eléctrica. No es + 3
necesario saber con exactitud donde esta P, pero tampoco es 0 A
dificil calcularlo: apenas 3 centésimas de milimetro a la izquierda USSR (11| S ——— >
de A, aunque la figura no recoge esto con fidelidad, por razones
obvias.

Lo importante es que, después de detenerse, el proton sigue siendo empujado hacia la derecha por el campo, de
modo que comienza a acelerar, moviéndose en sentido contrario al que traia; naturalmente, volvera a pasar por A. En
ese momento, la energia potencial eléctrica volvera a ser la que obtuvimos en el apartado b; por tanto, la conserva-
cion de energia exige que el protén tenga la misma energia cinética que en su paso anterior por A, y por ello la
misma velocidad, aunque esta vez con signo positivo, pues se mueve hacia la derecha.

De esta manera, considerando como situaciones inicial y final los dos pasos del protéon por A, podemos escribir su
velocidad en cada caso como

v, =-1000i m/s ; v, =1000i m/s
y la variacion de momento lineal del proton
Ap =p;—-p, =mv,-mv, =m(v,-v,) =1,67.10 7 (1000i—(-10001)) = 3,34.10**i kgms™’
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Junio 07
B2.- Dos particulas con cargas de +1 pC y de —1 pC estan situadas en los puntos del plano XY de coordenadas
(-1,0) y (1,0) respectivamente. Sabiendo que las coordenadas estan expresadas en metros, calcule:
a) El campo eléctrico en el punto (0,3).
b) El potencial eléctrico en los puntos del eje Y.
c) El campo eléctrico en el punto (3,0).
d) El potencial eléctrico en el punto (3,0).
Dato: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C™2

a) Las cargas +1 uC y -1 uC, que llamaremos Q; y Q, respectivamente, constituyen de v E,
hecho un dipolo eléctrico, con X como eje del dipolo. Aparecen en la figura, en los
puntos que se han indicado. El punto (0,3) estd a una distancia r de cualquiera de
ambas cargas, de valor facil de obtener

r=+1r+32 :\/ﬁm

El campo eléctrico en el punto (0,3) sera, de acuerdo al principio de superposicion, la /
suma de los campos creados por cada una de las dos cargas. Esos campos aparecen / ! E,
dibujados en la figura: la carga Q; = +1 pC crea un campo E; radial y hacia fuera; y la ! Y

carga Q, = -1 uC crea un campo E, radial y hacia la carga. Ambas intensidades de

campo, por evidentes razones de simetria, tienen el mismo moédulo J \
i \
10°° / \
E=E=KZ-9.100 1% 900 N/C j \
r 10 ! Y
o
El vector campo en el punto (0,3) es, como hemos dicho, E=E+E, J_rﬂ W X
una suma vectorial. La figura muestra que esa suma seria muy sencilla en este caso, 1 pC -1puc

por razones de simetria: en efecto, E queda paralelo a la linea que une las cargas
(lleva la direccion del eje X). Las componentes verticales de E; y E;, se anulan, en
tanto que las componentes horizontales son iguales, ambas hacia la derecha, y se suman para dar el resultado final.
Estas componentes horizontales valen

E; cos a = E; cos a = 900 ! 90.,/10 N/C

5

donde a es el angulo marcado en la figura, el mismo en el paralelogramo de los vectores que en el triangulo formado
por los puntos (-1,0), (0,0) y (0,3): el cos a se ha calculado en éste ultimo.

Como esas dos componentes se suman, el campo acabara midiendo el doble que cualquiera de ellas:
E=2Eicosa=2E,cosa=180,/10N/C
0, si se prefiere escribir el vector E, habida cuenta de su direccion paralela al eje X: E=180,/10i N/C

b) Cualquier punto del eje Y esta a la misma distancia de la carga positiva del dipolo que de la carga negativa del
mismo. Cuando queremos calcular el potencial de un punto aplicamos el principio de superposicion: los potenciales
se suman. Asi, escribiriamos

V=V1+V2= K&-‘-K&
r r
de modo que, siendo r la misma en los dos casos para un punto
del eje Y, se sigue que sumaremos cantidades iguales y de signo
contrario, pues Q; = -Q,: el potencial quedara 0 V. Y ———— R __,
c) Esta vez los campos E;y E, aparecen ambos en la direccion del ~ 1pC -1pc E; E,
eje X, de modo que su suma resultara mas sencilla. El modulo de + | + E G0 x
E, sera mayor, ya que (3,0) esta mas proximo a la carga negativa. ry
Los médulos de ambos campos, en todo caso, resultan ser ahora CTTTTTTTTTTTTTT T >
-6 -6
e k2 01001 seasnsc; ok -kl 0012 _gas0nsc
r. 4 r 2

1 2

asi que el campo E = E; + E,, finalmente, llevara la direccion del eje X, en sentido negativo (hacia la carga de -1 uC) y
su modulo sera la diferencia entre los modulos E; y E4:

E=E,-E; =2250 - 562,5=1687,5 N/C
0, si queremos escribir el vector E, ya que su direccion es el eje X y su sentido negativo, sera E = -1687,51 N/C
d) El potencial eléctrico en (3,0), como en cualquier otro punto, es la suma de los potenciales creados en ese punto

por ambas cargas. Se trata de una sencilla suma de escalares, uno de los cuales es positivo (el potencial creado por la
carga +1 uC), y el otro, (el potencial creado por la carga -1 pC), es negativo:
-6 -6
V=V1+V2=K&+K&=9.1O910 -10°
/ 3 4 2

r. r
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SEPTIEMBRE 07
B2.- Se disponen dos cargas eléctricas sobre el eje X: una de valor Q, en la posicién (1,0), y otra de valor Q, en
(-1,0). Sabiendo que todas las distancias estan expresadas en metros, determine en los dos casos siguientes:
a) Los valores de las cargas Q; y Q, para que el campo eléctrico en el punto (0,1) sea el vector E = 2.10° j
N/C, siendo j el vector unitario en el sentido positivo del eje Y.
b) La relacién entre las cargas Q; y Q, para que el potencial eléctrico en el punto (2,0) sea cero.
Dato: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) El dibujo muestra de qué forma debemos imaginar las cosas en Y
este primer apartado. Notese que la disposicion de los puntos (1,0) E+E,
y (—1,0), donde se encuentran las cargas, y del punto (0,1) donde A RN

se calcula la intensidad de campo implica una evidente simetria, e S

que cobra mas evidencia cuando se nos dice que el campo E en el X |7
punto (0,1) tiene que llevar la direccion del eje Y.

Un poco de reflexion muestra enseguida que la Unica posibilidad PX(0,1)
que existe es que Q; y Q, sean ambas positivas, y que tengan el 7 .
mismo valor: considérese cualquier otra opcion y se comprobara ra,” I

que no hay forma de que E, la suma de los campos creados por Q; y . N
Q,, resulte ser E = 2.10° j. u

Asi, podriamos imaginar la imagen de la figura: los campos E; y E,, /<'45° \6\1350
creados por las dos cargas en el punto (0,1), mediran lo mismo, por ('1’0)‘Q2 0 , 0) Q
razones de simetria obvia. Cuando se suman, sus componentes en la

direccién del eje X se anulan, ya que resultarian iguales y de signo

contrario. Por el contrario, las componentes de ambos vectores en la direccion del eje Y son iguales, van hacia arriba
y se suman. De este modo nos queda finalmente una intensidad de campo E en la direccion del eje Y, sentido positivo.

Todas las afirmaciones anteriores se basan en consideraciones de simetria. El calculo formal, prescindiendo de ellas,
se plantea con dos incognitas, las cargas Q; y Q,, que deben crear el campo pedido en el punto P. Los vectores unita-
rios de direccion de las intensidades de campo E; y E, se muestran en la figura, y no requieren mayores explicaciones;
son, respectivamente

.\, .\,

—cos135°1+sen135°J_——1+— ; —cos45°|+sen45°1_71+7

asi que podemos escribir las intensidades de campo E; y E; en funcion de las cargas Q; y Q,:

Q V2. V2, Qzu_gmng V2.

E1:K—21u1:9.10gQ ——1+—] ) N/C ; E, =K i+—j)N/C
r 2 2 2

y ahora debemos obligar a que E=E;+E,=2.10"j, lo que implica que la suma de las primeras componentes de E;
y E, sea cero, y que la suma de las segundas componentes sea 2.10°; esto es:

OgQ f
09&£
2 2

+9.1
09&£
2 2

Q, V2
0°2-~-=0
- - 5 2 2
E=E+E,=2.10"] =
=2.10°

9.1 +9.1

De la primera de esas dos igualdades se sigue evidentemente Q; = Q,, como ya habiamos entendido. Y llevando esta
identidad a la segunda igualdad se tiene:

2.9.109&\/E
2

4.10°
=210 = Q,=Q

T 94y2.10°

asi que, finalmente, dos cargas iguales y positivas, como esperabamos.

=3,14.10° C = 31,4 uC

b) Este apartado es mucho mas sencillo: el potencial en ‘

(2,0) es la suma de los potenciales creados por Q; y Q,. (-1,0) (1,0 (2,0) X
Para que el potencial resulte cero, ha de ser |0

V=V, +V,=0 2 U
Naturalmente, eso implica que uno de los potenciales S >

ha de ser positivo y el otro negativo, de manera que las
cargas tendran que tener signos diferentes: una de las posibilidades es que Q; sea positiva y Q, negativa, como se ha
representado en la figura. Los potenciales respectivos se escriben

V1=K& A _KQZ

r1 Z
con ry =1 m; r, =3 m. De este modo, tendra que ser

&:0 = &+&

, 13

V=V1+V2=K&+K
r.

i

-0 = Q,=-3Qq,

cargas de signo opuesto y una triple que la otra; la figura recoge una de las dos posibles soluciones.
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MobELo 08
C1.- Cuatro masas puntuales idénticas de 6 kg cada una estan situadas en los vértices de un cuadrado de lado
igual a 2 m. Calcule:
a) El campo gravitatorio que crean las cuatro masas en el centro de cada lado del cuadrado.
b) El potencial gravitatorio creado por las cuatro masas en el centro del cuadrado, tomando el infinito como
origen de potenciales.
Dato:  Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67.10""" N m? kg™

a) Podemos considerar el centro de cualquier lado, ya que los calculos ser- DI 1c
ian idénticos. Tomemos, por ejemplo, el centro M del lado AB, tal como se \ s
ve en la figura; se representan ahi los campos ga, gs, 8c Y 8 creados en M \ /
por las cuatro masas puntuales. Notese que cada uno de ellos es, como \ /
sabemos, radial y hacia la masa creadora. Calcularemos sus médulos de A /
acuerdo a la expresion * /
M A /J /
g = GrT (1) \\ /*’ \\ ./f
N

del campo creado por una masa puntual. Las distancias de las masas al [ __
punto M son, respectivamente o

rA=rg=1m ya que cada una es la mitad del lado AB
ro=r,=y17+2* = ﬁ m , hipotenusas de los triangulos MBC y MAD. M g

y ahora podemos plantearnos sumar todos los campos, para hallar el valor
de g en el punto M:

8=8,+8 +8 +8% (2)
De entrada, parece obvio que g, y gz van a medir lo mismo, por simetria, y se anularan al sumarse. Asi que solo de-
bemos ocuparnos de los campos creados por C y D. Los médulos de ambos seran iguales, de nuevo por razones de
simetria, y valdran

g =g, = GM2 =6,67.10™" 6 =8,00.10"" N/ kg

re 5

y, al sumar g¢ y gp, sus componentes horizontales se anularan, reforzandose en cambio las componentes verticales,
que ademas mediran lo mismo. Una de esas dos componentes verticales, digamos la de g¢, se puede obtener con faci-
lidad. De la figura

seno = o g, :gcsenoc:8,00.10’”.i:7,16.10’11 N/ kg

& J5
donde sen o se ha obtenido del triangulo MBC. Como se suman las componentes verticales de gc y gp, el vector resul-
tante medira el doble de esa cantidad
g=2gc=1,43.10""" N/kg
y estara dirigido, como se ve, hacia el centro del cuadrado. Lo mismo sucederia con el campo en el punto medio de
otro cualquiera de los otros lados.

b) La expresion del potencial creado por una masa puntual en un punto a distancia o™ —HC
r de la misma es AN e

M NI [

V=-G— (3) . -

r \\\ ///
y tiene ya, como sabemos, su valor cero a distancia infinita de la masa, siendo %7
crecientemente negativo al acercarnos a ella. De acuerdo con el principio de su- PN
perposicion, el potencial en el punto O, centro del cuadrado, sera la suma de los ,/ \\\
cuatro potenciales creados por las masas dispuestas en los vértices; ahora bien, ya // ra Mg \\
que son todas ellas de 6 kg, y ya que estan todas a la misma distancia de O, A // \\\ 5

*® »

AC=DB=\/7=2 2m = rA=rB=rC=rD=%AC= 2m

se sigue que los cuatro potenciales valdran lo mismo

Vo= V,= V=V, = —G% - —6,67.10”\/6E ~ _2,83.10™ J/kg

asi que el potencial en O sera el cuadruplo de esa cantidad

V=V, +V,+V +V, =4V, =-1,13.10° J/kg
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SEPTIEMBRE 08
C3.-Se disponen tres cargas de 10 nC en tres de los vértices de un cuadrado de 1 m de lado. Determine en el
centro del cuadrado:
a) El médulo, la direccion y el sentido del vector campo eléctrico.
b) El potencial eléctrico.
Dato:  Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) Imaginamos las tres cargas en los vértices A, By C del cuadrado. El centroO g & *C
del cuadrado esta a la misma distancia de cualquiera de los vértices, la mitad de N 4
la diagonal del cuadrado,

AC={2m = rAerzrcz%AC=§m
El principio de superposicion, como siempre, es la clave: los campos se suman.
En la figura aparecen las intensidades de campo creadas en O por cada una de
las cargas: se trata, en los tres casos, de vectores radiales y hacia fuera, como
corresponde a cargas puntuales positivas. Ademas, y ya que las cargas son igua-
les y estan a la misma distancia de O, parece obvio que las tres intensidades de
campo, E,, Eg y E¢, tendran el mismo médulo. Su valor es

-9
EA=EB=EC:K%=9.1O9 10'102 =45N/C (1)
r 2
Finalmente, el campo en O se escribe E=E,+Eg+Ec de acuerdo con el principio de superpo-
sicion. Pero la figura muestra que los vectores E, y E¢ son opuestos y se anulan, de modo que el campo acaba siendo
E=Eg; E=45N/C

un vector dirigido hacia el cuarto vértice del cuadrado y cuyo médulo esta dado en (1).

b) El potencial eléctrico en O es, de nuevo, suma de los potenciales creados por las tres cargas. Ademas, por sencillas
razones de simetria, el potencial que crea cada una de ellas en O es el mismo: cargas iguales y a la misma distancia
de O. El valor del potencial creado por cada carga,

10.10°°
JZ
y el potencial en O, suma de los tres, es el triple de cualquiera de ellos
V=V, +V+V.=3V, =190,92 V

V= V,= V.= k2 = 9.10°
r

=63,64V
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MobELo 09
B1.— El(;\ el p%ano x = 0 existe una distribucion superficial infinita de carga cuya densidad superficial de carga es o,
=+10"" C/m".
a) Empleando el teorema de Gauss, determine el campo eléctrico generado por esta distribucion de carga en
los puntos del espacio de coordenadas (1,0,0) y (-1,0,0).
Una segunda distribucién superficial infinita de carga de densidad superficial o, se sitta en el plano x = 3.
b) Empleando el teorema de Gauss, determine el valor de o, para que el campo eléctrico resultante de ambas
distribuciones superficiales de carga en el punto (-2,0,0) sea E = +10*i N/C
Nota: Todas las coordenadas estan expresadas en unidades del SI.
Dato: Permitividad eléctrica del vacio, €, = 8,85.107"2 C2N"' m™

Véase Septiembre 09 C4 para aclarar detalles acerca
del empleo del teorema de Gauss en el calculo de E.

a) Estldiese atentamente la figura: el plano x=0 (es
decir, el plano YZ) esta cargado, con la densidad 7 ____ d _E
superficial de carga descrita en el enunciado. Por

razones de simetria, y ya que se trata de un plano E d
ilimitado, la intensidad de campo E debida a esta @~+«——----4 | —---——pm—--mo——————o —_—
distribucion de carga sera perpendicular al plano,
Unica direccién compatible con la simetria plana de
la distribucion. X

Suponiendo que la carga es positiva, debemos imagi-
nar E en el sentido positivo del eje X a la derecha del d E
plano YZ, en la figura, y en el sentido negativo del

eje X a la izquierda de dicho plano. Ademas, la si- z
metria impone que E debera ser el mismo para pun-

tos que estén a la misma distancia del plano: en la Figura 1.- La intensidad de campo
figura mostramos hasta tres puntos que estan a dis- en puntos del campo creado por un
tancia d del plano XY, dos a un lado y uno al otro, en plano indefinido  uniformemente
los que E tiene el mismo valor, salvo el sentido a un cargado

lado y otro del plano.

Es muy posible que la intuicion (equivocada,
como veremos) sugiera que el campo sera me-
nor en puntos mas alejados del plano YZ, como
en un punto a una distancia d’>d, en el que
hemos dibujado un campo E menor.

Incluyendo supuestos erréneos como el que
acabamos de hacer, lo cierto es que la simetria
de la distribucion de carga nos permite cono-
cer cudl sera la direcciéon del vector intensi-
dad de campo E en cualquier punto: eso signi-
fica que se puede emplear el teorema de Gauss
para hallar el médulo de E en un punto cual-
quiera del campo.

Para hacerlo, necesitamos definir una superfi-

cie cerrada gaussiana a la que aplicar el teore- HRYIRY
ma. Debe ser, como decimos, cerrada y debe RN
también adaptarse a la simetria que presenta

la distribucion de cargas creadora del campo.

Elegimos un cilindro (serviria un prisma igual- z
mente) dispuesto perpendicularmente al plano Superficie gaussiana: un cilindro
YZ, cuyas tapas, a un lado y otro del plano ZY, (con tapas) perpendicular al plano

contienen los puntos (1,0,0) y (-1,0,0) en los
que hemos de hallar el campo E.

Dividimos la superficie gaussiana en elementos ] o

infinitesimales: la figura sugiere cémo hacer figura 2.- Aplicacion del Teorema de
) . Gauss al campo creado por un plano

esto, y destaca varios de ellos, un par en la indefinido uniformemente cargado

pared lateral del cilindro y uno en cada tapa.

Se muestra el vector E en cada caso, asi como

el vector dS correspondiente.

Es de maxima importancia notar que los vectores E y dS son perpendiculares en la pared lateral del cilindro, asi que
su producto escalar sera nulo. En las tapas, en cambio, los vectores E y dS son paralelos, con la misma direccion y
sentido.

Recordemos entonces el teorema de Gauss:

fpE.as = (M

€
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que se aplica a la superficie cerrada gaussiana: el primer miembro es el flujo de campo eléctrico a través de dicha
superficie cerrada; el segundo se refiere a la carga neta q dentro de la superficie. Para hacer la integral del primer
miembro la romperemos en dos partes, una de ellas referida a la pared lateral del cilindro gaussiano y otra a las tapas
del mismo

cﬁﬁE.dS = ”Sl . lE.dS + HT E.dS (notese que las integrales ya no se refieren a superficies cerradas)
ateral apas

La primera de esas integrales es nula, ya que E.dS = 0 en la pared del cilindro gaus-

siano, como se hizo notar anteriormente. Eso significa que no hay flujo de E a través

de la pared del cilindro, lo que resulta bastante evidente si se considera que las line-

as de campo son perpendiculares al plano, como aparecen en la figura al lado (se han ]

representado las lineas a un lado del plano, serian semejantes al otro lado): parece

claro que unas lineas de campo como estas atravesaran las tapas de nuestro cilindro e

gaussiano, pero no cruzaran la pared lateral del cilindro. Para la otra integral, recor- S—

demos que en las tapas ET1dS; ademas, como todos los puntos de ambas tapas estan a T

la misma distancia del plano, podemos estar seguros de que E = cte en ellas, incluso si .

mantenemos nuestra equivocada intuicion acerca de la caida del campo al alejarnos o

del plano. De este modo, podemos escribir -
(ﬁ)E.dS :HTaPaSE.dS = ﬁTapasE.ds = E.ﬁTapasds =E.2S ) —_—

donde S es el area de una de las tapas, que es una cantidad arbitraria. De este modo,

el primer miembro de (1) esta evaluado. En cuanto al segundo miembro, la carga

encerrada dentro de nuestro cilindro gaussiano es la que corresponde al corte del filoura 3.- Las lineas de

cilindro con el plano YZ cargado,’ y puede verse en la figura 2 como un area sombrea- cagmpo creadas Do un

da de valor S, ya que es igual al area de una tapa del cilindro. Es muy sencillo concluir plano indefinido

que, si o, es la densidad superficial de carga del plano, entonces uniformemente cargado
q=045 (3)
de manera que, llevando los resultados (2) y (3) al teorema (1), tenemos
ffeds=T = E2s-%° o g
€ £ 2¢,

la respuesta al problema. Notese que, como ya habiamos advertido, nuestra “intuicion” acerca de que el campo dis-
minuiria al alejarse del plano es incorrecta: el resultado obtenido es independiente de la distancia al mismo. De este
modo, el vector E es el mismo en cualquier punto a la derecha del plano, como es el mismo también (con sentido
contrario) en cualquier punto a la izquierda del plano. Dicho de otro modo, una distribucion plana indefinida y uni-
forme de carga crea un campo uniforme a cada lado del plano; ambos campos uniformes tienen sentido opuesto.
_ 0 __ 10°

2g, 2.8,85.10"
y va dirigido en el sentido positivo del eje X en el punto (1,0,0), de modo que en ese punto E=5,65.10*i N/C
mientras que en el punto (-1,0,0) lleva el sentido negativo del eje X, asi que alli es E = -5,65.10*i N/C

En términos numéricos, nuestro campo vale E =5,65.10° N/ C

b) Ahora debemos acordarnos del principio de superposicion: los

campos se suman. Ya que sabemos calcular el campo que crea x=0 x=3
plano indefinido con carga uniforme, podemos hallar el campo
que crean dos distribuciones de ese tipo simplemente sumando E, E, E,
los campos creados por cada una de ellas. En esta Ultima figura —
mostramos los planos cargados x = 0 y x = 3, con densidades

respectivas o, y 0,, dispuestos perpendicularmente al plano del E X
papel. )
Los campos creados por ambos planos llevaran la direccion del

eje X; en el punto P(-2,0,0), a la izquierda del plano x = 0, el —Ez’ E * E,
campo creado por el plano x = 0 va hacia la izquierda y sabemos
que vale E; = -5,65.10% i N/C, de acuerdo con el apartado ante-
rior. Si el campo final en P ha de ser E = 10* i N/C, tendra que
ser

2 Sy

E=10"i =E+E, = -565.10'i +E, = E, =6,65.10'iN/C

asi que parece claro que el campo E, creado por el plano x = 3 en P debe ir hacia la derecha, de modo que o, debe
ser negativa, para crear campo que apunte hacia el plano x = 3. El mddulo de este campo, junto con la expresion
para el campo creado por un plano indefinido que hemos encontrado antes, nos dara el valor absoluto de o;:

— 02
2¢,

y, recordando que ha de tratarse de carga negativa, la respuesta final seria o, = -1,18.107° C/m? = -1,18 pC/m?.

E, = o, =2¢f, =2.8,85.10"7.6,65.10* =1,18.10° C/m? =1,18 uC/m’
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Junio 09
A2.—Dos cargas puntuales de —3 pC y +3 pC se encuentran situadas en el plano XY, en los puntos (—1,0) y (1,0)

respectivamente. Determine el vector campo eléctrico:

a) En el punto de coordenadas (10,0).

b) En el punto de coordenadas (0,10).
Nota: Todas las coordenadas estan expresadas en metros;
Llamemos Q; y Q; a las cargas situadas en los puntos (-1,0) y (1,0), respectivamente. El campo eléctrico en cualquier
punto sera la suma de los vectores E; y E, debidos a cada una de esas cargas,

E= E1 + Ez

de manera que debemos hacer los calculos en cada uno de los puntos que plantea el enunciado.

Dato: Constante de la ley de Coulomb, K = 9.10° N m? C2

a) En P (10,0), un punto del eje X, los vectores E; y E, tienen la direccion de ese eje, de modo que el vector unitario
que describe su direccion es i. Serian

Q. 9-3.10°. 27 _ . -
E1 :KT;|:9.10 112 1:—m10 1 N/C (71,0) [1}0) 51 EL?

1

[F]
__________________________ o

—_—

o [
10%i N/ C B
ry

=k =

6
EZ:K%Zi=9.10"3'1? i:1
r 9 3

2

de modo que

E=E+E :—E103i+1103i:1,10.102i N/C seria el campo en P.
B VX 3

b) En S (0,10), un punto del eje Y, los vectores E; y E, tienen la direccion que aparece en la
figura, marcada por los vectores unitarios u; y u, respectivamente. Recordando que un vec- E Y
tor unitario en el plano XY puede escribirse como 21
[
|

u=cosai+sena j i
S
donde a es el angulo que forma el vector con el semieje X positivo, parece claro que pode- lﬁl'

mos escribir los vectores u; y u; como
E,
10 . |

. A T
U, =cCcoso.1+ sena =1+ ——
! k ] J101 \/1011

. . 1 . 10 .
= cos sen =———i+——=
"2 %211 3eNG; ) J101 ' V101 ) flln

teniendo presente que a, y B son angulos suplementarios y que, por tanto, cos a;, = -cos j3;
sen a;, = sen B. Con todo esto, resulta sencillo escribir las expresiones para E; y E; en el

punto S:
|
Q 5 —3.10° 1 10 . 27 3. 27 3 !
E,=K=lu, =9.10 i+ )= — 10°i - ———=—=10°j N/C !
! r (v/101) (\/101 \/1011 1014101 1014101 ) \

Q, @300 110 . 27 .

=K-2u,=9.1 - i+ =- 10
2 rz (\/101)2( V101 \/1011) 101101

2

E

]

]

I

I

|

1

]

I

I

jI

]

27 r'

it —2 _10°j N/C i
1014101 ) f_&‘“ pA %

asi que el campo en S finalmente resulta, ya que las componentes j se anulan:

27 27
E=E+E, = - 10%i - 1
TP 1014101 101101

un vector en el sentido negativo del eje X, tal como aparece en la figura.

0’i=-53,2i N/C
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SEPTIEMBRE 09
C4.- Una superficie esférica de radio R tiene una carga eléctrica Q distribuida uniformemente en ella.
a) Deduzca la expresion del médulo del vector campo eléctrico en el punto situado en el exterior de dicha
superficie haciendo uso del teorema de Gauss.
b) ;Cual es la razon entre los modulos de los vectores campo eléctrico en dos puntos situados a las distancias
del centro de la esferar; = 2Ry r, = 3R?

a) El teorema de Gauss puede emplearse para hallar el Una superficie Superficie gaussiana
modulo de la intensidad de campo creado por una distribu-
cion de carga en situaciones de alta simetria, como sucede
con el caso que nos ocupa: una superficie esférica uniforme-
mente cargada.

En términos practicos, podemos reconocer si un problema de
busqueda de E podra resolverse aplicando el teorema de
Gauss respondiendo a la siguiente pregunta:

;Es posible, basandose exclusivamente en la simetria de la ;
distribucion de cargas creadoras de campo, saber cual sera la |
direccion del vector E en un punto cualquiera del campo?

! ol R // E
R //:-—--"'J as

Para nuestro caso, la respuesta es si. De hecho, es facil com-
prender que el campo en cualquier punto en el exterior de
la superficie esférica ha de ser radial, ya que esa es la Unica | .
opcion compatible con la simetria que impone al problema la /
distribucion uniforme de carga en la superficie esférica. | '

Si suponemos que la carga Q es positiva, entonces podemos
decir aln mas: el vector intensidad de campo E en cualquier N )
punto en el exterior de la superficie cargada sera radial y
dirigido hacia fuera. Esto esta recogido en la figura al lado, . d
en la que mostramos la intensidad de campo en algunos pun-
tos en el exterior de la superficie cargada. TR ZemmmTT

El siguiente paso, una vez que sabemos que el teorema de

Gauss sera de utilidad, es elegir una superficie gaussiana a la que aplicar el teorema; la superficie elegida debe ser
cerrada y adecuada a la simetria que presenta la distribucion de carga. No es dificil escoger: si queremos hallar el
campo en un punto P, a una distancia r del centro C de la superficie cargada, debemos tomar una superficie esférica
centrada en C y de radio r. De hecho, cualquier problema relativo a distribuciones de carga que presenten simetria
esférica se discute, de forma natural, empleando superficie gaussianas de esta forma.

La figura muestra que la superficie gaussiana debe ser dividida en elementos infinitesimales de area, dS, tan pequefos
que pueden suponerse planos; cada uno de ellos se representa por medio del correspondiente vector perpendicular a
la superficie: notese que el vector dS en cualquier lugar de la superficie gaussiana resulta radial y hacia fuera. Tam-
bién se representa el vector intensidad de campo E en el centro de algunos de los elementos de area dS: por razones
de simetria, estos vectores E tendran el mismo modulo, ya que estan supuestos en puntos a la misma distancia del
centro de la distribucion esférica de carga.

Asi, E y dS son vectores estrictamente paralelos en toda la superficie gaussiana; ademas, el modulo de E es constante
en toda ella. Esas son las claves de una sencilla aplicacion del teorema de Gauss,

_a
(ﬁ)E.dS =

0

ya que la integral de la izquierda, el flujo de campo E a través de la superficie gaussiana, es bastante simple:
i) @ 6)
§pE.ds = {pE.dS = E {pdS = E.4nr

(1) ya que E.dS = E.dS, por ser vectores de la misma direccion y sentido;

(2) ya que el modulo de E, E, es constante en toda la superficie gaussiana y puede salir de la integral;

(3) ya que la integral resultante no es otra cosa que la superficie de la esfera, igual a 4xr?

y el segundo miembro, por su parte, es obvio: la carga q encerrada dentro de la superficie gaussiana es la carga Q de
la superficie esférica cargada de radio R, a la que alude el enunciado.

De este modo, el teorema aplicado en nuestro caso se resume en:

CJ‘I_‘SE-dS:ﬂ = E.4nr? _Q
E0 ED
y, por tanto, el modulo de la intensidad de campo resulta =2 Q =K 92 (1)
TEr r

siendo su direccion radial, como nos aseguro la simetria del problema. Es decir, la misma intensidad de campo que
crearia una carga puntual Q situada en el centro de la superficie esférica de radio R. Este resultado es muy nota-
ble, y admite una generalizacion mas notable aln: cualquier distribucion esférica y simétrica de carga, vista desde
fuera, actua igual que una sencilla carga puntual situada en su centro; esa carga tiene el valor neto de la distribu-
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cion. Unos ejemplos graficos deberian ilustrar el sentido de esta generalizacion:

- i Una esfera cargada uniformemente
o crea en su exterior el mismo campo
que una carga puntual del mismo valor

o - T //
T % ““————_RZ___ i .Q=Q1+Q2

+ Una esfera cargada uniformemente,

{ — * rodeada de una superficie esférica

también cargada, crea en su exterior

+ } el mismo campo que una carga

+ 1 puntual del mismo valor que la carga
neta Q;+Q,. Se ha supuesto Q;<Q;

b) Se trata de una simple aplicacion del resultado (1), para las distancias pedidas r; = 2R y r, = 3R. La razon entre los
modulos de la intensidad de campo a esas distancias sera:

Q 1
E _ 4nerl 4R 9
E, Q 1 4

4ney?  9R?
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