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TEMA 12

Elementos geométricos en el espacio.
Posiciones relativas de rectas y planos en el espacio.
Angulos en el espacio.
Poliedros.
Poliedros regulares.
Otros tipos de poliedros.
Teorema de Euler.
Cuerpos geométricos a estudiar.
Los Prismas.
. - Las Piramides y Troncos de Pirdmides.
. - Los Cilindros.
. - Los Conos y Troncos de Conos.
. - La Esfera y sus Secciones.
. - La Tierra, nuestro planeta, una esfera achatada por los Polos.
. - El teorema de Pitigoras y de Thales en el espacio.
. - Cuadro resumen de formulas.
. - Actividades de repaso.
. - Ejercicios y problemas resueltos.
. - Ejercicios y problemas para resolver.

COMPLEMENTOS:

Controles diversos, con las respectivas soluciones, sobre temas
de este libro (uno sobre el tema 12, otro sobre los temas 11 y
12 y un tercero sobre los temas 7 al 12).

(J Y, por supuesto, algunas reflexiones.
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TEMA 12.-
Geometria del espacio.
Los cuerpos geométricos. Areas y volumenes.

Saber comunicar con precision la posicién relativde rectas y planos y de planos entre si.

Saber utilizar los instrumentos de medida y de dibjp para trazar el desarrollo de prismas, cilindros,
piramides, conos y esferas.

Saber dar un resultado aproximado en funcion de lgrecisién requerida.

Saber estudiar las propiedades geométricas de un empo sencillo relacionado con los prismas,
cilindros, piramides, conos y esferas.

Resolver situaciones probleméticas de la vida cot@ha aplicando los problemas de los prismas,
cilindros, piramides, conos y esferas.

Calcular el area y/o volumen de objetos geométricoque puedan descomponerse en prismas,
cilindros, piramides, conos y esferas.

Criticar y valorar las habilidades propias para reslver las situaciones problematicas que se
presentan

CONTENIDOS:

Elementos geométricos en el espacio. 12.9.-  Los Prismas.

Posiciones relativas de rectas y 12.10.- Las Pirdmides y Troncos de Pirdmides.

planos en el espacio. 12.11.- Los Cilindros.

Angulos en el espacio. 12.12.- Los Conos y Troncos de Conos.

Poliedros. 12.13.- LaEsferay sus Secciones.

Poliedros regulares. 12.14- La Tierra, nuestro planeta, una esfera
Otros tipos de poliedros. achatada por los Polos.

Teorema de Euler. 12.15.- El teorema de Pitdgoras y de Thales en el
Cuerpos geométricos a estudiar. espacio.

Clasificacion de la posicidn relativa de rectas ylanos o de planos entre si.

Determinacion de la distancia existente entre un gho y una recta o entre dos planos.
Reconocimiento y clasificacion de ortoedros, prisnga piramides, cilindros, conos y esfera.
Construccion en papel del desarrollo de ortoedro@rismas, piramides, cilindros y conos.

Célculo del area y volumen de ortoedros, prismas,fmides, cilindros, conos y esferas.

Problemas de aplicacién a la vida real y cotidianaelacionados con la geometria de los prismas, los
cilindros, las piramides, los conos y las esferas.

Actitud positiva hacia los cuerpos del espacio.

Valoracion de la utilidad de las formulas y el lenguaje algebraico en la expresion de areas y volimenes de cuerpos
del espacio.

Interés por la deduccion intuitiva a través de los desarrollos de las formulas que se ven en la unidad.

Habilidad en la construccion de los desarrollos que se contemplan en la unidad.

Confianza en las propias capacidades para percibir el espacio.

Sensibilidad ante las cualidades estéticas de los cuerpos del espacio.
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12.1.- Elementos geométricos en
el ESPACIO.

Recordemos brevemente al matema-
tico griego Euclides, del siglo III antes de
Cristo. Ya en la pagina 54
de este libro, al comienzo
del tema 8 (Geometria Plana),
se menciona a este sabio de
la antigua Grecia, al que
podriamos considerar como
el “padre” de la Geometria.

Fue Euclides el que formulé una de las
proposiciones basicas de la geometria. Es la
siguiente:

“Una linea recta queda
determinada por dos puntos’.

Esto quiere decir que cuando
conozcamos dos puntos podemos construir
la dnica recta que pasa por ellos, con lo cual
la tenemos determinada.

En realidad, a proposiciones como la
anterior, tan claras y evidentes que son
admitidas sin necesidad de demostrarlas, se
les llaman axiomas.

Es basico en la geometria tener muy
claros los conceptos de puntos, rectas y
planos. Para ello recurrimos a cosas
conocidas que nos den idea de ellos. Por
ejemplo, la huella que deja un lapiz afilado
sobre un papel nos sugiere la idea de punto,
un hilo muy tirante nos da la idea de linea
recta y un suelo o pared pulimentada nos
dan la idea de plano.

A fin de llegar a comprender y estudiar
mejor los conceptos geométricos, necesi-
tamos partir de una serie de axiomas o
postulados fundamentales que nos sirvan
de base para posteriores razonamientos.
Estos serian los siguientes:

 Existen unas cosas que llamaremos
puntos. (Ver figura siguiente )

Los puntos se agrupan dando lugar a
rectas y planos. Las rectas son los
conjuntos de puntos ilimitados con una
sola dimensién, y los planos con dos
dimensiones. (Figura 2)

Figura 2.- Idea intuitiva de recta (1)
¥ plano {P).

Nota: Los planos se representan
con paralelogramos romhboides.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Dos puntos determinan una recta tnica
a la que pertenecen. Y de todos los

puntos que la forman se dice que estan
alineados. (Figura 3)

Figura 3.- Con dos puntos (A y B) se
determina una recta (s).

A s B |

Un plano queda determinado por tres
puntos que mno estén alineados.
Consecuencia de este axioma o postulado
serian los siguientes: (Figura 4)

— Un plano queda determinado por una
recta y un punto exterior a ella. ( Figura 5)

— Un plano queda determinado por dos

rectas que se cortan. (Figura 6)
— Un plano queda determinado por dos
rectas paralelas. (Figura 7)

Figura 4.- Con tres puntos (A, By C)

se determina un plano.

Plano B.
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Figura 5.- Con una recta (t) ¥ un punto
exterior a ella (A) se determina un plano.

A

. Plano

_______________________________________________ 1

Figura 6.- Con dos rectas (m, n) que se
cortan () se determina un plano.

n m

0

{a, b) se determina un plano.

e Toda recta que tiene dos puntos en un
plano estd toda ella incluida en él. De

est

_’

e postulado se deducen éstos: (Figura 8)

Cuando una recta no tiene ningun punto
en comun con el plano decimos que la
recta es paralela al plano. ( Figura 9)

S/ la recta tiene un solo punto en comun
con el plano, decimos que la recta corta al
plano. ( Figura 10)

Y si la recta tiene dos puntos en comun
con el plano, entonces ftoda ella
pertenece al plano. (Figura 8)

* Todo plano divide al espacio en dos
partes o regiones que llamaremos
semiespacios. De este axioma deducimos
lo siguiente:

— Todos los puntos que no pertenecen al
plano estdn situados en uno de los dos
semiespacios. ( Figura 11)

— Dos punfos cualesquiera de un
semiespacio se pueden unir con un
segmento sin cortar el plano. (Figura 12)

— Y dos puntos que estén situados en
semiespacios distintos no se pueden unir
con un segmento sin que éste corte al

plano.

(Figura 13)
---------------------------------------------
I Puntos negros situados en el semiespacio superior |
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Figura 12
: Figura 13 /-A :
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Partiendo de estos axiomas, comen-
zaremos a estudiar la geometria del
espacio, para aprender a calcular
longitudes, areas y volimenes de objetos,
recipientes, edificios, etc., situados en un
espacio con tres dimensiones.
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12, 2.- Posiciones relativas de rectas >X<ﬁ -------

v planos en el espacio. b I
: ::a:: ¥ "b" rectas secantes.

|
c" ¥ "d" son secantes perpepdiculares. :
|

Como ya hemos indicado, las rectas y

C

los planos son ilimitados, y légicamente T i v d !
s6lo es posible dibujar una parte de ellos. A Lo e j
las rectas siempre las representamos en los e
dibujos como segmentos, y a los planos por : a :
paralelogramos (romboides, mas frecuente- [ "a" ¥ "h" paralelas. |

! Figura 2 !
mente). i h i

(] Posiciones relativas de dos rectas: e

| \I |

@ Secantes, cuando se cortan en un E " |
punto. Un caso particular de éstas : V i / :
son las rectas perpendiculares, que i \ i

se cortan formando un angulo recto : m,u :

| |

| |

| |

(90°). (Ver figura 1 de la columna siguiente )

m__n y

"m" ¥ "n" se cruzan.

® Paralelas, cuando no tienen ningin
punto en comun. (Figura 2)

® Rectas que se cruzan, cuando estin
situadas en planos diferentes. (Figura 3)

(] Posiciones relativas de dos planos:

@ Secantes, cuando tienen una recta
en comun. (Figura 4)

® Paralelos, cuando no tienen ningtn
punto en comun. ( Figura 5)

(J Posiciones relativas de rectas y planos: Figura 5
@ Contenida en el plano, cuando e
todos los puntos de la recta estan Figura 6

contenidos en el plano. Esta recta

divide al plano en dos partes que i M i

llamamos semiplanos. (Figura 6)

® Paralela, cuando no tienen ningtn
punto en comin con el plano. (Figura7)

® ARecta secante, cuando tiene un
punto en comin con el plano. Un
caso particular seria la recta S
perpendicular al plano, que forma : P :
con cualquiera de las rectas del : ! Figura 8 :

| |

| |

| |

| |

plano que pasan por su pie un
angulo de 90° (recto). (Figura 8)
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12.3.- Angrulos en el espacio.

Dos planos que se cortan y mno son
paralelos determinan en el espacio cuatro
regiones (en la figura siguiente son: “A”, “B”, “C” y
“D”). A cada una de estas regiones se les
llama angulo diedro.

ANGULO DIEDRO es la regién del
espacio limitada por dos semiplanos que se
cortan en una recta. Asi, el angulo diedro
“A” de la figura estd formado por los dos
semiplanos “1” y “2”, a los que se les suele
llamar caras del angulo diedro. A la recta
de corte, recta “a” de la figura, se le llama
arista.

angulo

semiplane 2 #(cara 2) diedro "A™
L

Si tomamos un punto ( O ) cualquiera
en la arista (recta de corte) de un angulo
diedro, como el de la siguiente figura, y
desde ese punto trazamos perpendiculares
(OA y OB) a ambas caras (semiplanos), se
forma un angulo (AOB = 123 °; ver figura
siguiente) al que llamaremos angulo
rectilineo del angulo diedro. Ese rectilineo
nos servira para medir el diedro. Asi que los
angulos diedros se miden con sus
rectilineos respectivos, con lo que seran
agudos si miden menos de 90° rectos si
miden 90° .., suplementarios si suman
180°, opuestos por el vértice, etc. O sea,
igual que los angulos estudiados en el tema

8 (Geometria Plana).

Los angulos diedros se miden con un
aparato llamado goniémetro, que mide el
rectilineo correspondiente de cada diedro.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

1237

Para que te hagas mejor a la idea de los
angulos en el espacio, puedes coger un
cuaderno, libro o dos cartulinas y formar td
mismo angulos diedros. Ten en cuenta que
las caras (hojas) de esos angulos que formes
son limitadas, sin embargo, el angulo
diedro en realidad es ilimitado, ya que esta
formado por dos semiplanos, que son
ilimitados.

ANGULO TRIEDRO es la regién del
espacio limitada por tres semiplanos que
tienen un punto en comin, el vértice, punto
donde se cortan tres aristas (las tres
semirrectas) que se forman al cortarse las
tres caras del angulo triedro.

M

Azzgﬂfa TRIEDRC, | formado por tres senuplanos
que ge cortan | en & puato MY

ANGULO POLIEDRO es la regién del
espacio limitada por tres o mas semiplanos
que tienen un punto en comtn, el vértice
(X), punto donde se cortan todas las aristas
(las semirrectas) que se forman al cortarse las
caras del angulo poliedro.

Angulo POLIEDRO de 5 caras
X

- 980 -
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12.4.- Poliedros.

Basta echar una mirada a nuestro
alrededor para ver cuerpos que estan
limitados por caras que son diversos
poligonos: una caja de leche, un armario,
una cama, un estuche, un objeto con forma
de pirdmide, un dado, una habitacién, etc.
Todos ellos son poliedros.

POLIEDRO es todo cuerpo que esta
limitado por poligonos, o dicho de otro
modo, la regiéon del espacio limitada por
caras planas.

Los elementos a distinguir en todos los
poliedros son los siguientes:

=

Sus caras, que son los poligonos que
lo forman.

=

Sus aristas, que son los lados de los
diversos poligonos que lo limitan.

Sus angulos (diedros o poliedros),
que son las regiones del espacio que
limitan sus caras.

Sus vértices, que son los puntos
donde se cortan tres o mas caras que
lo componen.

Observa detenidamente en la siguiente
figura poliédrica los elementos descritos :

T - vértice
L] ¥
r o
] -
] e A
H x“angulo
£ poliedro .
caras 4 o
cars ., . ot
& [ bl .
ERES f - -
S . = P
- -
Y L : ST S
i L 1 sl 1
\ . H - .."'J‘{ i
\ . 1 -7 Ao
o b ] I 1
~ 1 1
; o t
"’ s 1 1
oLt h ] I a’nguln
vértiges ) - -- H -
i 5 ' R diedro
i L] [ i’
LI [ i
[ 1 i
] N 1 .
h . 1 1)
h - 1 .
A . 1 v
B i uJ""-u i
N L L i
\\ LA L ‘\
e S ‘-.._. i
- N LT v
P N LI
. ~
~ ¥
allgy.[n. _Lf‘ - - .
iriedros ™~ - - x s
R R et SLEEERS "L CATAS
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12.5.- Poliedros regulares.

Dentro de los poliedros hay algunos
especiales por temner sus angulos diedros
iguales, sus angulos poliedros iguales y
todas sus caras iguales. A los que cumplen
estas condiciones se les llaman poliedros
regulares.

Solo hay cinco poliedros regulares:

TETRAEDRO, formado por cuatro
caras que son triangulos equilateros

HEXAEDRO o CUBO, formado por
seis caras que son cuadrados.

OCTAEDRO, formado por ocho
caras que son triangulos equilateros.

DODECAEDRO, formado por doce
caras que son pentagonos regulares.

ICOXAEDRO, formado por veinte
caras que son triangulos equilateros.

P31

Cubo o hexaedro

Tetraedro

-
A
v

f"’é)é\taedro Dodecaedro

Icosaedro
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Hemos dicho antes que sé6lo hay cinco
poliedros regulares. Vamos a ver por qué:

1°) Un poliedro regular tiene como caras a
poligonos regulares iguales.

2°) En todos los vértices de un poliedro
regular concurren el mismo nimero de
aristas.

3°) Como minimo, para formar un poliedro
regular se mnecesitan tres o mas
poligonos regulares.

4°) No es posible formar angulos poliedros
con poligonos regulares que al unirlos
en un vértice sumen 360°, ya que si es
asi estarian en un mismo plano.

5% Podemos formar poliedros regulares con
tridngulos equilateros, cuyos angulos
miden 60° por ejemplo, con tres (60° + 60°
+ 60° = 180°), ¥ se forma el tetraedro; con
cuatro (60° + 60° + 60° + 60° = 240°), y se
forma el octaedro; con cinco (60° + 60° +
60° + 60° + 60° = 300°), y se forma el
icosaedro. Sin embargo, con seis
tridngulos equildteros unidos en un
vértice no se podria, porque suman 360°
(6 . 60°) y no formarian angulo poliedro,
ya que se ajustan en un mismo plano.

6°) Podemos formar poliedros regulares con
cuadrados, cuyos angulos miden 90°.
Con angulos poliedros de tres cuadrados
9 + 90° + 9* = 27(°) formamos el
hexaedro (cubo). Con cuatro sumarian
360° (4.90°) y no hay poliedro.

7°) Podemos formar poliedros regulares con
pentagonos regulares, cuyos angulos
miden 108°. Con angulos poliedros de
tres pentagonos regulares (108° + 108° + 108°
= 324°9formamos el dodecaedro. Con mas,
no se podria.

8° Hemos ido formando poliedros regu-
lares con los poligonos regulares de tres
lados (triangulos equilateros)con los poligonos
regulares de cuatro lados (cuadrados) gon
los poligonos regulares de cinco lados
(pentdgonos)Ahora lo intentamos con los
siguientes, o sea, con los hexagonos

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

regulares, cuyos angulos miden 120°:
como lo minimo para formar el poliedro
son tres, y ya los tres suman 360° (3.120°),
no es posible formar poliedros con tres
caras que sean hexagonos regulares. Y
con mas, evidentemente, pues todavia

menos.
99 Logicamente, sin con hexagonos
regulares no es posible construir

poliedros regulares, mucho menos con
poligonos regulares de mayor ntimero
de lados.

10°Por tanto, sélo existen cinco poliedros
regulares: tetraedro, hexaedro (cubo),
octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Una de las actividades mas idoneas para educar y
fortalecer tu fuerza de voluntad es practicar algin
deporte, porque si no eres un flojo, perezoso y languido
intentaras superarte para conseguir vencer el habitual
cansancio y fatiga que légicamente acompafnaran tu
practica deportiva. También lucharas cada dia por
finalizar tus entrenamientos y por no dejarte llevar por
la comodidad, aprendiendo a dominar los reveses con
firmeza y constancia.

Veamos otros ejercicios para reforzar tu voluntad:

1) Durante una comida, cuando tengas un deseo
irresistible de comerte mds de algo que hay en la
mesa, detén tu brazo, reflexionas y decides que
en esa ocasion te vas a privar de ese gusto
apetitoso, o sea, que manda tu mente y no tus
deseos, y no comes mas de aquello por ese dia.

2) Una tarde cualquiera tienes que ir a un lugar
algo lejano de tu casa y vas a
coger la moto para desplazarte.
Bien, pues actian tus ganas de
mejorar tu voluntad y decides
que aunque te moleste vas a ir
andando. Sin lugar a dudas de
esa forma estards consolidando tu fuerza de
voluntad.

3) Un dia de invierno, alla por enero o febrero, que
hace una temperatura gélida, a pesar de tener
que ducharte porque lo necesitas, dejas de
hacerlo porque el frio te lo impide y te quita las
ganas. Y salen a relucir tus deseos de lograr una
excelente fuerza de voluntad, ordendndote que
hay que ducharse a pesar de no tener ningunas
ganas de hacerlo.

Y asi, poco a poco, con mucho esfuerzo siempre,
con entereza y siendo muy tenaz, irds adquiriendo una
apreciable fuerza de voluntad.

PAAPPAAAPAAAPAAAANIAA
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12.6.- Otros tipos de poliedros.

Veamos distintas clasificaciones de

poliedros:
POLIEDROS 1¢ clasificacion
Con caras que son poligonos
Regulares | regulares y vértices de igual
nlimero de caras concurrentes
Todos los que no cumplen una,
Irregulares | otra, o las dos condiciones
anteriores.
POLIEDROS 2¢ clasificacién
Simoles Son los que no tienen orificios.
P También llamados cerrados.
. Aquell iti Igt
No simples q.ue. 0s q1.1e si tienen algin
orificio. ( Figura 1)
POLIEDROS 3¢ clasificacién

Cuando esta situado por completo en
uno de los semiespacios que definen
Convexos | cualquiera de sus caras.

Para entenderlo mejor: los que pueden
apoyar todas sus caras en un plano.

En caso contrario. ( Figura 2)
Céncavos | Para comprender mejor: cuando no todas
sus caras se pueden apoyar en un plano.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

12.7.- Teorema de Euler.

Euler, matematico suizo del siglo
XVIII (1707-1783), demostré que en todos
los poliedros convexos se cumple que el
nimero de caras mas el de vértices es
siempre igual al nimero de aristas mas
dos.

N° de caras + N° de vértices = N° de aristas + 2
Aristas + 2 |
A + 2

Caras + Vértices =
C + VvV =

Comprueba tii este teorema en algunos poliedros.

12.8.- Cuerpos geométricos a
estudiar.

Entre los cuerpos geométricos mas
conocidos, y légicamente los que vamos a
estudiar para conocer como son, cuales son
sus elementos, cuales son las formulas de
sus areas laterales y totales y como calcular
sus volimenes, estan los siguientes:

Los PRISMAS.

Poliedros | Las PIRAMIDES.

Los TRONCOS de PIRAMIDES.
Los CILINDROS.

Los CONOS.

Los TRONCOS de CONOS.
Redondos| 45 ESFERAS.

SECCIONES de la esfera.

Cuerpos

Los poliedros relacionados en este
cuadro son jirregulares, simples vy
convexos.

Los cuerpos redondos son cuerpos de
revoluciéon que se forman al girar una
figura alrededor de un eje. Si giramos un
rectangulo, se engendra un cilindro; si gira
un triangulo, se obtiene un cono, y si
alrededor de una recta, eje o didmetro
hacemos girar un semicirculo, tenemos la
esfera.

Vamos a estudiarlos a continuacion.
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12.9.- Prismas .

Los prismas son poliedros que tienen
dos caras paralelas, que llamamos bases, y
otras caras laterales que son paralelo-
gramos. El ntmero de caras laterales
depende de los poligonos que formen la
base. Tres caras si las bases son triangulos,
cuatro si son cuadrilateros, cinco si son
pentagonos, etc.

Los elementos de un prisma son los
siguientes: bases, aristas basicas, caras
laterales, aristas laterales, vértices y altura
(distancia perpendicular entre las bases).

PRISMA PENTAGONAL, IRREGULARY RECTO

hase !
I
I
I
I
I
I
caras i
[T .
laterales ! aristas

I

i laterales

>< — 7 |

“\\‘ I
1
altura '
1

' vertices
1

f"‘ -}
aritas
hase -—— hasicas

Clasificacion de los prismas:

< Segﬁn sus bases : (Ver las siguientes figuras)

— Prisma triangular, si las bases son
triangulos.

— Prisma cuadrangular, si las bases
son cuadrados.

— Prisma rectangular, si las bases
son rectangulos.

— Prisma trapezoidal, si las bases
son trapecios.

— Prisma pentagonal, si las bases
son pentagonos.

— Prisma hexagonal, si las bases son
hexagonos.

— Etc.

&> Segun sus caras laterales : (ver figuras)

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

— Prismas rectos, cuando las caras
laterales son rectangulos. O dicho
de otro modo, si las aristas
laterales son perpendiculares a las
bases.

— Prismas oblicuos, si
laterales son romboides.

sus caras

& Segin los lados de la bases : (ver figuras)

— Prismas regulares, si las bases
son poligonos regulares.

— Prismas irregulares, si las bases
no son poligonos regulares.

Prisma triangular, Prisma cuadrangular, Prisma rectangular,
irregular y recto. regular y recto. irregular y oblicuo.
|
I
1
|
I
1
|
1
|
I
1
|
I
1
|
:
o Fooeee e
e .
e .
;
B
.
\ )
Prisma trapezoidal, Prisma pentagonal, Prisma hexagonal,
irregular y recto. regular y ohlicuo. irregular y recto.

i
|
|
i
|
I
I
i
|
I
I
i
|
I
I
i
i
|
I
i

FE LN

Dentro de los prismas hay wunos
llamados PARALELEPIPEDOS, que son
aquellos cuyas caras -todas, incluidas las
bases- son paralelogramos. Uno de los
paralelepipedos mas conocidos y estudiados
en ejercicios y problemas, por ser muy
habitual y extendida su forma en multitud
de espacios, objetos y cosas cercanas, es el
ORTOEDRQO, que es el paralelepipedo
recto que tiene bases y caras laterales que
son rectangulos, aunque o las bases o las
caras pueden ser cuadrados. Si fueran
bases y caras cuadradas, entonces ese
paralelepipedo seria el CUBO.
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Paralelepipedo  ORTOEDRO,
0 prisma rectansular recto.

AREA LATERAL Y TOTAL
DE UN PRISMA RECTO.

Para obtener el area de un prisma
debemos hacerlo a través del desarrollo
plano de todas sus caras, es decir, cortando
por alguna de sus aristas laterales y las
basicas y tender todas sus poligonos en la
mesa, folio o cuaderno. Por ejemplo, el
desarrollo de un prisma hexagonal
irregular recto es asi :

Y el area total (el de todas sus caras: laterales
+ dos bases ) es igual al area lateral mas el de
las dos bases.

Igualmente se puede proceder para
cualquier otro prisma, siempre que sea
recto: el desarrollo de todo prisma recto es
siempre un rectangulo, que tiene por
dimensiones el perimetro de la base y la
altura del prisma, mas sus dos bases. Con lo
cual ya podemos sacar la féormula general
que nos servira para hallar el area de
cualquier prisma recto :

Area Lateral = perimetro de la base . altura
Area Total = Area + 2 . Area

Lateral Base

NOTA : A partir de ahora, llamaremos abreviada —

mente a estas areas de la siguiente forma :

o Area Lateral - AL
o Area Total - A
o Areadelabase - Ay

0000000060000 006000000

Los alumnos del Primer Ciclo de E.S.O. de
nuestro Instituto conversan ya con un nivel humano
como éste:

REGINA : “Yo tengo un hermano que acapara siempre
las conversaciones, es decir, que casi no deja hablar y
opinar a los demds, por eso mi madre le advierte
continuamente de que esa forma de ser tiene poco que
ver con la buena educacion y tolerancia y mucho que
ver con la intransigencia y el egoismo”.

SABINO : “Tengo un abuelo al que adoro, porque me
ensena muchas cosas; entre otras, la otra noche me
decia que saber expresar la discrepancia y el
desacuerdo a los demds con delicadeza, con distincion

hase
-
altura
perimetro base
de la hase

Claramente podemos observar que el
area lateral ( suma de las caras laterales ) es un
rectangulo que tiene de largo el perimetro
de la base y de ancho la altura del prisma.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

y con respeto es sefial de una
educacion exquisita y de una
respetable amistad”.

TECLA : “En mi Instituto tengo
unos buenos profesores, pero hay
uno al que mds admiro, porque
habitualmente en sus clases nos
habla de muchas cosas interesantes.
Por ejemplo, una sobre la cual incide en muchas
ocasiones es la siguiente: ‘Familiarizaros cada dia mads

mads llevadera’. Y tiene muchisima razon”.

¢ Cosas raras, o
Urbanidad, buenos modales, buenas costumbres y
buena educacién ?

PRAARRNRRANRARANRRANRRANRARNDD
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VOLUMEN DE UN PRISMA RECTO.

Empecemos recordando el concepto de
volumen, que ya se traté con sus unidades
en el tema 7 (pagina 8).

El volumen de un cuerpo es la medida
del espacio que ocupa ese cuerpo. La
unidad principal de la magnitud volumen
es el metro cibico ( m *), que es el volumen

de un cubo (hexaedro) de 1 metro de arista.
(Ver en pagina 8 las unidades de volumen)

Para deducir la féormula con la que
calcular el volumen de cualquier prisma
recto, observemos el dibujo siguiente de un
ortoedro :

Cada cubito = 1 c.c. Dimensiones del ortoedro :

‘_’ a.b.c = 8.5.4
| ¢
/ (alta)
i/ (4)
E//
/
/L_/ _7zf__745__74:__74:__/_/_/___/_/_/____;? - h (ancho = 5)
# # # # s r s ’

Cada uno de los cubos en los que hemos
dividido este ortoedro tiene 1 cm® de
volumen (1cm.1cm.1cm) Podemos ver
claramente en este paralelepipedo (prisma
rectangular recto) que la primera planta de
cubos en la que lo hemos descompuesto esta
formada por 40 cubitos (8.5 = largo . ancho ) de
1 cm? de volumen. Y como hay 4 pisos, que
tienen en total 160 cubitos, pues el volumen
de este prisma es 160 cm 3 (8.5 .4 = largo .
ancho . alto).

Asi que el volumen se ha obtenido
multiplicando las dos dimensiones de la
base ( AREA de la BASE ) por la otra dimensién
(ALTURA del PRISMA). Con un procedimiento
analogo se puede ir hallando el volumen de
otros tipos de prismas rectos. Por deduccion
obtenemos la formula con la que calcular el
volumen de cualquier prisma recto:

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

En general :

Volumen del PRISMA = Area de la Base .

VPrisma = AB S h

Altura

En el ORTOEDRO seria :

V =

Ortoedro a. b . C

Detallemos mas las formulas poniendo
como ejemplo el siguiente prisma :

Prisma hexagonal
regular recto

o Cuerpo geométrico :
Prisma hexagonal regular recto
Datos { o h _ altura

o | - lado del hexagono regular
o @ - apotema del hexagono regular

l_>1&L= pbase'h =
- =6.0.h

En este prisma

Eneste - = 6.0.h + 2.u
2
= VPrisma = laB'h =
En este prisma - = L;.a . h
- 986 -



Tema 12. Geometria del esgio. Los cuerpos geométeds. Areas y volimenes.

12.10.- Pirdmides y troncos de
pirdmides .

Una piramide es un poliedro que tiene
una base que es un poligono y caras
laterales que son tridngulos con un vértice
comin, llamado vértice de la pirdmide. El
ndmero de caras laterales depende del
poligono que forma la base. Tres caras si la

base es triangulo, cuatro si es cuadrilatero,
cinco si es pentagono, etc.

Los elementos de una piramide son los
siguientes: base, aristas basicas, caras
laterales, aristas laterales, apotemas
laterales, apotemas basicas, vértice y altura
(distancia perpendicular del vértice a la base).

«~— wértice

aristas

laterales altura

cara

lateral
apotema

lateral

apotema
hasica

hase

PIRAMIDE HEXAGONAIL REGULAR

Clasificacion de las piramides:

= Segl’m sus bases : (Ver las siguientes figuras)

— Piramide triangular, si la base es
un triangulo.

— Piramide cuadrangular, si la base
es un cuadrado.

— Piramide rectangular, si la base es
un rectangulo.

— Piramide trapezoidal, si la base es
un trapecio.

— Piramide pentagonal, si la base es
un pentagono.

— Piramide hexagonal, si la base es
un hexagono.

— Etc.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

& Segiln sus caras laterales : (Ver figuras)

— Piramides rectas, cuando las caras
laterales son triangulos isésceles.

— Piramides oblicuas, cuando las
caras laterales son otras clases de
triangulos.

<> Segin los lados de la bases : (ver figuras)

— Piramides regulares, si las bases
son poligonos regulares y la altura
de la piramide cae en el centro de
la base.

— Piramides irregulares, las demas.

Piramide pentagonal

Piramide triangular Piramide trapezoidal
oblicua irregular recta g irregular

A A A A A AAAAAAADAAAAANDAALDAANAAN
VYV VVVVVVVVVVV VV VVVY

Cuando uno no esta formado suficientemente
confunde el ser tolerante con el no ser libre; es un
error muy habitual hoy dia. Se
piensa, de forma equivocada,
evidentemente, que al admitir
las ideas de los demdas se esta >~
minando la libertad de wuno
mismo. Y no es asi, la diversidad
de los otros, ademas de enriquecernos, nos hace mas
libres.

& &

Aprender a respetar a las personas diferentes
nos trae el deseo de conocer, nos ayuda a pensar en las
desigualdades, acrecienta nuestra amplitud de miras y
nos aleja de mantenernos en posiciones centripetas en
las que nos creemos el centro de todo. Y todo eso se
traduce en mas libertad, porque la tolerancia suma y la
intolerancia destruye.

éQué significa para ti ser tolerante? Dentro
de tus tolerancias, équé cosas o actitudes toleras mas?
éY qué aspectos tienes todavia que aprender a tolerar,
porque nunca o casi nunca lo haces? iCrees que se
practica suficientemente hoy dia la tolerancia? iHay
tolerancia en las aulas? ¢Y entre tus amistades?

A A A A A AAAAAAAAAALAANAANAALAALN
V VvV VVVVVVVVVV V VvV VvVVYVY
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AREA LATERAL Y TOTAL DE UNA
PIRAMIDE  REGULAR RECTA.

Para obtener el area de una piramide
debemos hacerlo a través del desarrollo
plano de todas sus caras, es decir, cortando
por alguna de sus aristas laterales y basicas
y tender todas sus caras en la mesa, folio o
cuaderno. Por ejemplo, el desarrollo de una
piramide pentagonal regular es asi :

altura de cada triangulo = apotema lateral

Fiai apotema
arista lateral
lateral
lado de
la base

hase de cada triangulo = lado del pentagono

apotema hasica

Claramente podemos observar que el
area lateral ( suma de las caras laterales ) es la
suma de las areas de los tridngulos
iso6sceles que tenga, en este caso cinco,
porque la base es un pentagono. Como la
superficie de cada tridngulo es igual a la
base por la altura partido por dos, y la base
de cada triangulo es igual al lado de la base
pentagonal y la altura de cada uno es igual
a la apotema lateral, la superficie lateral (los
cinco tridngulos) es €l perimetro de la base por
la apotema de la piramide partido por dos.

El area total (todas sus caras: laterales+1a base)
es igual al area lateral mas el de la base.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

Igualmente se puede proceder para
cualquier otra pirdmide, siempre que sea
recta. El desarrollo de toda piramide recta
es siempre igual: varios triangulos isdsceles
cuyas bases son iguales a los lados de la
base de la piramide y las alturas son las
apotemas de la pirdamide. Con lo cual ya
podemos sacar la férmula general que nos
servirda para hallar el area de cualquier
pirdmide recta :

A, = perimetro de la base . apotema lateral
L=

2
AT = Area Lateral + Area de la base

En nuestro caso seria :

0 .a P.-a
A = 3 0 = lateral
L 2 2
. a. .
A-T - AL + p 2 basica

VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE .

El volumen de una piramide es igual a
la tercera parte del volumen del prisma que
tuviera la misma base y la misma altura.
Esto se puede comprobar facilmente: si
construimos un prisma y una pirdmide con
la misma base y la misma altura y llenamos
de arena la piramide, se necesita llenarla
tres veces para completar justamente el
volumen del prisma.

En realidad, un prisma recto se puede
descomponer en tres piramides de igual
base e igual altura.

En general :
V... .. = Vprisma (de igual base y altura)
piramide 3
A .h
V... = _8B =
pirdamide 3

En la pagina siguiente detallemos mas
las féormulas poniendo como ejemplo la
siguiente piramide :
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VL = arista lateral
OL = arista hasica
AR = lado hexagono
V0O = altura piramide
p = perimetro =& . AB

e o e e e o e e ey

B
(o Cuerpo geométrico :
Piramide hexagonal regular recta
oh - altura = VO
Datos <
ol - lado del hexdgono regular = AB
° @) - apotema lateral = VL
°ap, - apotema hexigono regular = OL
= AL - Pbase-ag - 6.0,.3&
2 2
— 6.0.a 6.0.a,
2 2
6.0.a, h
|_)V . L d = AB.h = 2 =
piramide 3 3
6.0.a .h
- Sbah ok
6

AP ETETETETLS

Pregunta “ingenua” : (Hay que concienciar
ecoldgicamente mas a los ninos o a los gobiernos?

Ya en reflexiones anteriores hemos quedado
claro que cada cual debe comenzar por él mismo a
corregir acciones que mejoren el medio ambiente, pero
a pesar de esos compromisos creo que quienes mas se
tienen que sensibilizar son los gobiernos de los paises
mas “ricos”.

Quizas una de las pocas cosas ante la que nos
podiamos poner de acuerdo muchas personas, mejor
decir muchisimas, fuera ante la vision de un bello
paisaje de nuestro planeta, que aunque viejo y
debilitado todavia dispone de zonas hermosisimas
donde sentir el verdadero amor por la naturaleza.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

Sin embargo, hoy dia, dependemos de tantos y
tan diversos intereses, sobre todo gobiernos vy
multinacionales, que ni ese principio basico y vital de
acuerdo logra que se tomen las medidas oportunas, que
se conocen y se pueden aplicar, para remediar los
graves deterioros en el equilibrio de los ecosistemas y
de nuestra atmosfera. Quizas, desgraciadamente, sea
necesaria una catastrofe ecolégica, de dimensiones
continentales y casi irrecuperable, para que esos
gobiernos antepongan los intereses ecologicos a los
economicos. Y, evidentemente, eso no nos consuela
nada. Por ello sélo nos
queda seguir luchando:
primero, desde nuestro
humilde puesto de
ciudadano, y segundo,
apoyando firmemente a
todas aquellas organizaciones, o “raros” gobiernos, que
si estdn verdaderamente comprometidos en la vital
tarea de proteger al planeta Tierra de su vejez
prematura.

FHOXEXOVFPRLE

LOS TRONCOS DE PIRAMIDES
REGULARES RECTOS.

Un tronco de piramide se forma cuando
una pirdmide es cortada por un plano
paralelo a la base.

En las figuras siguientes, la de la
izquierda, que es la parte comprendida
entre la base de la piramide inicial y la
seccion que determina el plano que la ha
cortado, es la que corresponde al tronco
de piramide, que como puedes ver tiene dos
bases y caras laterales que son trapecios
isosceles. Y la figura de la derecha, que es
una piramide, es la parte superior que
queda de la piramide inicial al ser cortada
por el plano.
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S S

e

[

(o Cuerpo geométrico :
Tronco de piramide
hexagonal regular recto.
oh - altura = AB
° 0’1 - lado del hexdgono regular de la

base mayor = GH
Datos {0l , — lado del hexdgono regular de la

base menor = EF
©@; — apotema lateral = CD
o ap; — apotema del hexdgono regular
de la base mayor = BC
oAy, — apotema del hexagono regular
de la base menor = AD

— AL = Suma de todos los trapecios =

(pbase mayor * Ppase menor) : aQ

El volumen del tronco de pirdmide es igual
al volumen de la piramide inicial menos el
volumen de la piramide pequena.

No obstante, hay una férmula para calcular

el volumen del tronco de pirdmide:
-V tronco de piramide =
(8;+8,+S;.5, ).h

3

Donde "S;" es la superficie de una base,

"S," la de la otra base y "h" la altura del

tronco de piramide.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

12.11.- Cilindros .

El cilindro es un cuerpo de revolucion
que se genera al hacer girar un rectangulo
alrededor de uno de sus lados.

= ee
= generatriz

R

Al hacer girar el rectdngulo ABCD de
la figura sobre uno de sus lados (AD) como
eje, se obtiene un cuerpo redondo, o cuerpo
de revolucion, al que llamamos CILINDRO.
Observa, o mejor dicho, imagina, que en la
rotacion es el lado BC el que genera el
cilindro, por ello se le llama generatriz (g)
del cilindro. De igual modo, los lados AB y
CD son los que generan los dos circulos que
forman las bases. La distancia entre las
bases, que corresponde al lado AD ( h ), es
la altura.

El desarrollo plano de un cilindro esta
formado por un rectangulo y por dos
circulos. Las dimensiones del rectangulo
son la longitud de la circunferencia de la
base (2 7 r ) yla altura ( h ), que es igual
a la generatriz (g ).

rectangulo del desarrollo
del area lateral del cilindro

longitud de la circunferencia de la hase
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o Cuerpo geométrico :
Cilindro recto.

Datos 4o h - altura

o g - generatriz
o ¥ - radio de la base
»Ap = 2ar.h=2nr.g

=2nxr.h + 2.71r2

}—)V AB.h=T[1'2.h

cilindro —

Solidaridad: valor muy en desuso en la actualidad,
cuando mas falta hace en nuestro planeta Tierra.
Africa. Hispano-América. Paises del Este. Asidticos.
Hambre. No libertad. Pobreza. No Educacion. Mal vivir.
Lucha y rebelion contra la situaciéon. Emigracion.
Esperanza.

Vivimos anclados en nuestra comoda posicion
dentro de la civilizacién afortunada y vemos tan lejos
ese mundo marginado y
falto de unas condiciones
basicas para una vida digna,
que pensamos que es de
“otro mundo”, o sea, como
si sufrieran en otro planeta.
En realidad miramos, de forma consciente o incons-
ciente, hacia otro lado; ignoramos su existencia y
queremos borrar cuanto antes de nuestro cerebro las
imagenes y las informaciones sobre el llamado tercer
mundo, aunque a veces huestras conciencias no nos lo
permiten.

¢{Como nos vamos a preocupar de ellos con todos
nuestros problemas? (i)

Ademas, {qué podemos hacer? (i)

Nos liberamos tan rapidos de esas preocupaciones
que... “Nos lavamos las manos bastantes mas veces que
muchos Pilatos”. La comodidad nos
invade. La seguridad nos aplana. ¢Y
qué podemos hacer? {Qué hago yo?
¢Colaboro a que sigan cada dia peor o
intento algo para contribuir a una
posible mejoria?

¢Eres de los que dicen: “Que me
dejen tranquilo, que ya tengo yo bastantes problemas”,
o de los que dicen que no estd en sus manos la
posibilidad de ayudar, o de los que se solidarizan,
identifican y colaboran desde sus posibilidades con
algunos de los muchos problemas del mundo actual?

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

12.12..- Conos y troncos de conos .

El cono es un cuerpo de revolucion que
se genera al hacer girar un triangulo
rectangulo alrededor de uno de sus catetos.

vértice

cateto

generatriz
mayor

-

cateto
menor

-

E Y = Bruasskaauas C

Al hacer girar el triangulo rectangulo
ABC de la figura sobre uno de sus catetos
(AB) como eje, se obtiene un cuerpo
redondo, o cuerpo de revolucién, al que
llamamos CONO. En la rotacion es la
hipotenusa AC la que genera el cono, por
ello se le llama generatriz (g) del cono. De
igual modo, el cateto BC es el que genera el
circulo que forma la base. La distancia del
vértice a la base, que corresponde al lado
AB (h), es la altura.

El desarrollo del cono estd constituido
por un sector circular, que es el area
lateral, y un circulo, que es la base.

v

sector circular,
desarrollo del
area lateral del cono

generatriz

longitud de la circunferencia de lahase = Arco AB

circulo
de la base
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o Cuerpo geométrico: Cono recto

h - 1tur:
Datos { attura
o €& - generatriz
o ¥ - radio de la base

El area del sector circular es la longitud del arco,

que es 2 © r, por el radio del sector, que es la

generatriz (g), partido por dos, o sea :
2Tr.g

A sector ST = nr g

»Ap = nrg
r—)AT=AL+AB=TCl‘g+TCl‘2
Ag.h 7 r2. h

= Vcono =

3 3

Nota : Como ya dijimos en la piramide,

se puede comprobar -segin el principio de
Cavalieri- que el volumen de un cono y una
piramide que tengan la misma base y la
misma altura es el mismo. Y como el
volumen de la pirdmide es un tercio del
area de la base por la altura, pues el del
cono sera el area del circulo (base) por la
altura partido por tres, como se puede ver
en el cuadro de formulas anterior.
EXTRA . - Averigua qué es lo que dice el citado
principio de Cavalieri, lo explicas brevemente con
unas frases y unos dibujos en [u cuaderno y
me lo ensenas. Recoderds alguna “cosecha”.

Un tronco de cono se forma cuando un
cono es cortado por un plano paralelo a la
base.

LT T T T Ty —

g

-

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

En las figuras siguientes, la de la
izquierda, que es la parte comprendida
entre la base del cono inicial y la seccién
que determina el plano que lo ha cortado,
es la que corresponde al tronco de cono,
que como puedes ver tiene dos bases. Y la
figura de la derecha, que es un cono, es la
parte superior que queda del cono inicial al
ser cortado por el plano.

hase menor

cono restante

generatriz

hase mayor

[ o Cuerpo geométrico :
Tronco de cono recto.
- h -
o g
o R o
o ¥ - radio de la base menor

> Ap = (R + r).T.g

Datos altura
J

generatriz

radio de la base mayor

> Ap = A + m.R2 + Tr.r2
— Vironco = I .[R2+ r+ R.r)

de cono

A ver qué tal se te da el dibujo de cuerpos
dgeométricos. Coge lapiz, doma, escuadra y
cartabon y dibuja en tu cuaderno Io mejor que
puedas los siguientes cuerpos:

1) Un prisma romboidal recto de 6 cm de
diagonal mayor, mitad de diagonal
menor y con una altura de 9 cm.

2) Un prisma octogonal recto de 2’5 cm de
Iado basico y con una altura de 7 cm.

3) Una piramide cuadrangular recta de 4 cm
de lado basico y una altura de 8 cm.

4) Un tronco de cono recto de 6 cm de altura
y con radios de las bases de 45 y 3 cm,
respectivamente.

Halla después Ias areas Iaterales, totales y
voliimenes de cada uno de ellos.
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12.13.- La Esfera y Secciones .

La esfera es un cuerpo geométrico
engendrado por la rotaciéon completa de un
semicirculo alrededor de su didmetro.

Si consideramos la rotaciéon de la
semicircunferencia que corresponde al
semicirculo alrededor de su diametro, se
engendra la superficie esférica.

O sea, para entendernos mejor,
llamamos esfera al solido macizo que
engendra la rotacion de un semicirculo
alrededor de su didmetro, por ejemplo, una
bola maciza de las que se usan para el
lanzamiento de peso en las pruebas de
atletismo; y llamamos superficie esférica a
la superficie que genera la rotacion de la
linea curva de su semicircunferencia, por
ejemplo, un baldn.

semicircunferencia | \)9]5 circunferencias
i \

.~ polo Norte

SI=I=1=1=

\
v
\

v
- semicirculo
\

N
cuerdas

f
" centro

polo Sure””

En la superficie esférica distinguir los
siguientes elementos:

+ Centro. Es el centro de la semicircun-
ferencia que la genera.

« Radio. Es cualquier segmento que une el
centro con otro punto cualquiera de la
superficie esférica.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

e Diametro. Es el segmento que une dos
puntos de la superficie esférica pasando
por el centro.

» Cuerda. Es el segmento que une dos
puntos cualesquiera de su superficie.

+ Polos. Son los dos puntos donde se corta
la superficie esférica con el eje de
rotacion, llamados Polo Norte y Polo Sur.

La superficie de una esfera no se puede
desarrollar sobre un plano de forma exacta,
sino solo de forma aproximada, porque es
imposible hallar rectas para recortarla y
pegarla en una superficie plana, como
hemos hecho para obtener el desarrollo de
prismas, piramides, cilindros y conos. Sin
embargo, mediante un experimento
podemos llegar a obtener la férmula que
sirve para calcular su area :

a) Cortemos a la mitad una naranja u otro
objeto esférico en el que sea posible partirlo
ala mitad.

b) Pongamos una punta, o algun palito, en el
polo de una de las dos mitades y otfro en el
centro.

c) fnrollemos una cuerda alrededor del polo
hasta que quede cubierta dicha mitad, y
cortémosla.

d) Enrollemos ahora alrededor del centro, hasta
cubrir el circulo maximo.

€) Comprueba que el trozo de cuerda que ha
cubierto la semiesfera en el apartado “c” es
el doble de la que cubre el circulo maximo
del apartado “d”.

f) O sea, la superficie esférica es igual a cuatro
veces la superficie de un circulo maximo.

o Circulo maximo — = r2

o Semiesfera — dos circulos miximos — 2 @ r >

o Esfera completa — Dos semiesferas — 2 .27 r >

superficie esférica — 4 veces la del circulo maximo

> P

_ 2
superficie esférica — 4' nr

Bueno, en realidad esto no es una
demostracion matematica, pero nos da idea
de la férmula general que sirve para
calcular el area de la superficie esférica.

Para obtener la formula del volumen de
la esfera, podemos deducirlo también con
otro experimento:
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a) Cortamos a la mitad un objeto esférico hueco
para obtener una semiesfera.

b) Medimos su didmetro.

C) Construimos un cilindro que tenga de altura
el didmetro de la semiesfera y una base con
igual didmetro.

d) Llenamos de agua o de arena la semiesfera y
comprobamos que para llenar el cilindro hay
que vaciar en él justamente tres semiesferas.

e) Con lo que deducimos que el volumen de la
semiesfera del experimento, media pelota de
goma u otfro objeto esférico de pldstico, es
1/3 del volumen del cilindro, o sea, que el
volumen de la esfera es 2/3 el del cilindro.

Veamos a continuaciéon, con férmulas,

como queda deduce del

lo que se

SECCIONES PLANAS EN LA ESFERA
PARTES DE LA SUPERFICIE
ESFERICA Y PARTESDE LA ESFERA.

O Circulo maximo. Es toda seccién

de la esfera cuyo plano pasa por el
centro. A la circunferencia de dicho
circulo se le llama circunferencia
maxima. (Ver figura)

O Hemisferio. Es cada una de las dos

mitades en que queda dividida una
esfera por un circulo maximo.

O Circulo menor. Es toda seccién de

la esfera cuyo plano no pasa por el

experimento anterior: centro. A su circunferencia se le llama

circunferencia menor. (ver figura)

En el experimento se deduce lo siguiente :

” circunferencias
V = A h ° AB - T[rz circulos L .
cilindro = “*B = h ) oy Pt 7 o
° - r ! hemisferio
. rte
1 N\ no
Vesfera = 2 .semiesfera = 2 Y Ag.h =
1 2 4mur’
=2. - Tre.2r = ——
3 3

La altura del cilindro es
igual al doble del radio:

h = 2radio = 2.r

circunferencia
menor

Y el volumen de la esfera
es dos tercios del que tiene
el cilindro.

Hastaaquilasseccionesplanas.Hastaaquilasseccamesplastaaquilasseccionesplanas.

O Zona esférica. Es la parte de la
superficie esférica que estd compren-
dida entre dos planos paralelos que la
cortan. (Ver figura)

EXTRA .- El volumen de una esfera se
puede deducir también considerando que esta
formada por muchas piramides que unen sus vértices
en el centro de ella. Si quieres “molestarte” en
hacerlo, o buscar cémo se hace, y plasmarlo en tu
cuaderno, me lo ensefias y seguramente habra algu
“cosecha” para tu evaluacion.

Casquete esférico. Es la parte de
la superficie esférica que se obtiene al
ser cortada por un plano. (Ver figura)

casquete
esférico

i

i

________

Zona
esférica
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sector esférico hueco

O Huso esférico. Es la parte de la
superficie esférica comprendida entre
dos circunferencias maximas.

O Cuna esférica. La parte de esfera
comprendida entre dos semicirculos
maximos y el huso correspondiente a
ellos.

e O o e o e O S O e - o ) o e e e e o e

huso
esférico

Hastaaquilaspartesdelasuperficieesférica. Hastaapaftesdelasuperficieesférica.

O Segmento esférico. De una base,
que son cada una de las dos partes en
que queda dividida la esfera al ser
cortada por un solo plano. De dos
bases, que es la parte de esfera
comprendida entre dos secciones
paralelas.

cuiia
esférica

segmento esférico de una hase segmento esférico de dos hases

Hastaaquilaspartesdelaesfera.Hastaaquilaspar taaquilaspartesdel

IS S gl Sl Sl S Sl g Sl ISl Sy

¢ Qué postura tomas tu entre estas dos ?

a) Los programas de television que nos ponen son los
que la gente quiere ver. Asi que no hay que culpar
a las distintas cadenas de TV por
lo que ponen. Si ponen
programas basura, morbosos,
insipidos o violentos es porque
gustan mucho al puablico y

O Sector esférico. Parte de la esfera

que se engendra por un sector circular tienen mucha audiencia; si no
cuando el semicirculo genera la esfera. fuera asi, no los pondrian.
Puede ser de una o dos bases. b) Las diversas cadenas de TV eligen los programas
que ellas quieren que vea el gran publico.
B Seguramente, si pusieran programas mas
|l - instructivos, mas educativos, mas cultos, de mas
A i debate, mas ilustrativos o con mads valores en sus
A argumentos, las audiencias de los
llamados programas basura
R disminuiria muy notablemente. Y
a medio plazo, y con toda
sector esférico seguridad que a largo plazo, nos
sorprenderiamos de la gran
cantidad de seguidores que tendrian esos nuevos
ICICIC S programas mas formativos.
8]

o< < < < < < < < < < <
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12.14.- La Tierra, nuestro planeta,
una esfera achatada por los Polos.

El planeta Tierra tiene forma de esfera,
aunque ésta tiene los polos algo achatados,
o sea, no es una esfera geométricamente
perfecta. En ellas podemos encontrar las
partes estudiadas en esta pregunta.

Ya sabemos que la Tierra tiene dos
movimientos: uno de traslacion, alrededor
del Sol, y otro de rotacién sobre un eje
imaginario que pasa por los polos. En dar
una vuelta alrededor del Sol tarda un aiio.
Y en dar una vuelta sobre si misma un dia.

Todas las circunferencias que pasan
por los polos se llaman MERIDIANOS (ver
fig), y logicamente son circunferencias
maximas. En la Tierra hay un meridiano
que se toma siempre como referencia, es el
meridiano cero (0°), que pasa por la ciudad
inglesa de Greenwich, que esta cerca de
Londres. Cuando estan al Este del
meridiano 0, se sefalan los grados ( ° )
correspondientes y una “E”, y con el n° y
“0” si se refiere al Oeste de Greenwich.

A la circunferencia maxima que es
perpendicular al eje de rotacién le
llamamos ECUADOR (ver fig). Esta linea
imaginaria divide a la Tierra en dos partes
que llamamos HEMISFERIO NORTE vy
HEMISFERIO SUR. (Ver figura en pagina 243 )

Las circunferencias menores que son
paralelas al Ecuador se llaman
PARALELOS @er fig). Los paralelos del
hemisferio Norte se senalan con el n° de
grados y una “N”, y los que estan en el
hemisferio Sur, con n° y una “S”.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

polo
Norte

'
eje Eterre stre

paralelo
Norte

e ———————

meridiano
Qeste

Ecuador

Conviene saber que la esfera terrestre, en su movimiento
de traslacién, es decir, al girar alrededor del Sol, no describe
exactamente una circunferencia, sino una elipse (curva cerrada
plana que se obtiene cuando un plano corta oblicuamente a una
superficie de revolucion cilindrica o conica). Al plano que describe
esta orbita de la Tierra en su traslacion se le denomina ecliptica,
y el imaginario eje terrestre no es, como se puede pensar,
perpendicular a dicho plano, sino que esta algo inclinado. Bien,
pues alld va la pregunta extra que te dard alguna “cosechilla”
para tus notas: ¢Cudl es exactamente la inclinacién del
imaginario eje terrestre sobre el plano de la ecliptica?

©OOOOOOOOOOOOOOOO®

A vosotros los adolescentes no os resultara
nada sencillo admitir vuestros defectos de manera sana,
ni siquiera aprender a valorar vuestras virtudes, y
mucho menos saber reiros de vosotros mismos; eso es
dificil pero hay que intentarlo; tu autoestima y tu
sentido del humor se iran fortaleciendo. Cuando poco a
poco te aceptes a ti mismo tal como eres y a los demas
como son, te sentirds mas seguro, aprenderas a ver la
vida con mas flexibilidad y a
observar los acontecimientos desde
una cierta distancia que te permitira
apreciarlos con mas sentido del

y te ayudard a adquirir una mejor
salud fisica y mental.

El sentido del humor se debe apreciar, cuidar
y cultivar, siempre teniendo muy en cuenta que no hay
que confundirlo con lo gracioso o cémico. El tenerlo
lleva consigo una energia y un coraje que hace
enfrentarse a situaciones hostiles de la vida de una
forma mas positiva y saludable.

En la primera ocasion en que seamos capaces
de reirnos de forma sana y provechosa de nosotros
mismos, y hacerlo ante los demas, estaremos dando,
quizas, el primer paso para vivir impregnando nuestra
vida con sentido del humor.

¢ Te has reido de ti mismo alguna vez ?

©OOOOOOOOOOOOOOOO®
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Al igual que en las coordenadas
cartesianas situamos cualquier punto
sabiendo sus valores, en la superficie de la
esfera  terrestre @ podemos  localizar
cualquier punto si conocemos sus
COORDENADAS GEOGRAFICAS (ver fig) :
su latitud y longitud.

La LATITUD GEOGRAFICA de un
punto, que se mide en grados, es la medida
angular desde el paralelo en que se
encuentra ese punto al Ecuador. Si esta en
el hemisferio Norte se dice latitud Norte, y
si es en el Sur, pues latitud Sur. Y varia
entre 0° y 90°. Ldgicamente, todos los
puntos situados en el mismo paralelo tienen
la misma latitud de coordenada geografica.

La LONGITUD GEOGRAFICA de un
punto, también medida angular, es la
medida en grados del arco que va desde ese
punto al meridiano de Greenwich, tomando
la referencia en el meridiano donde se
encuentre. Si el punto estd al Este del
meridiano 0° (Greenwich), se dice longitud
Este, que va desde 0° a 180°. Si esta situado
al Oeste del meridiano Greenwich, se dira
longitud Oeste, que también va de 0° a 180°.
Logicamente, todos los puntos situados en
el mismo meridiano tienen la misma
longitud de coordenada geografica.

Asi, cualquier punto de la superficie
terrestre se sitia con sus dos coordenadas
geograficas. O sea, igual que en las
coordenadas cartesianas podemos saber la
situacion de wun punto conociendo su
abscisa y su ordenada, o viceversa, pues
conociendo la latitud y la longitud de
cualquier lugar de la Tierra podemos saber
donde se encuentra. Por ejemplo:

Resumiendo :
Latitud
Es la distancia angular que hay del ecuador a
cualquier punto de la superficie terrestre. Sea norte o
sur, su escala es de 0 a 90 grados.

Longitud
Es la distancia angular que hay desde el
meridiano de Greenwich o de origen, hasta cualquier
otro meridiano. Se mide de este a oeste y su escala
es de 0 a 180 grados.

1
eje |terrestre

Cuurdenadas

OoO00oo0o0oooooooooooon

Juzgar, entre otras acepciones, tiene las
siguientes: deliberar acerca de la culpabilidad de
alguno, o de la razén que le asiste en un asunto, y
sentenciar lo procedente, o formar juicio u opinion
sobre algo o alguien, o afirmar, previa la comparacién
de dos o mas ideas, las relaciones que existen entre
ellas. O sea, decidir a favor o en contra, creer o estar
convencido de algo, afirmar o negar algo. En resumen,
formar un juicio légico.

La capacidad de juicio la tenemos todos los
seres humanos, pero no todos la
usamos de forma correcta. Por eso,

a las personas que juzgan de forma
adecuada se les dice que obran con
sentido comin, porque ese sentido
es “comun” a todos, y actian de
forma sensata y madura, o sea, con
buen sentido.

Desgraciadamente, todos sabemos, o debemos
saber, que en la sociedad de hoy dia el proceder con
sentido comin no predomina todo lo que seria
deseable, por ello se suele decir, aunque sea

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

redundante y paradéjico, que el sentido comin es el
menos comun de los sentidos.

Todos nos sentimos seguros, confortables y
confiados ante personas que brillan por su buen
sentido comin, porque esperamos encontrar siempre
en ellos las respuestas y actuaciones que a nosotros nos

Coordenadas geogréficas
Lugar

Latitud Longitud

Badajoz 38°53' (N) 6°58' (0)

Sevilla 37 23' (N) 5059' (0)

Tanzania 6°00' (S) 35° 00' (E)

Buenos Aires 34°36' (S) 58° 22' (0)
México 19° (N) 80° (0) faltan.

Ooo0oo00o0o00oooooooooon
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LOS HUSOS HORARIOS

Ya hemos dicho anteriormente que Ia
Tierra tiene dos movimientos: uno de traslacion,
alrededor del Sol (dura, ~, un afo cada vuelta) y
otro de rotacion, sobre si misma (dura, ~, un dia
cada vuelta). EI movimiento de rotacion se realiza
de Qeste a Este durante 24 horas cada vuelta.

Bien, pues los husos horarios son husos
esféricos en los cuales se divide Ia esfera terrestre.
En total son 24 partes imaginarias que se trazan
en la superficie de Ia Tierra y sirven para
determinar Ia hora a escala internacional. Cada
uno de ellos marca una hora diferente de acuerdo
con Ia posicion del Sol. Se toma como meridiano
origen el de Greenwich. Como son 24 husos, cada
uno de ellos tiene una longitud geografica de 15°
(360° : 24 = 15°), y cada 15° representa una hora
mas o menos, segun sea al Este o al Oeste del
meridiano O.

Asi, cada Iugar de Ia Tierra tiene una
hora segun el huso horario donde se encuentre.

Por ejemplo, si en Espafa son las 4 de Ia tarde, en
un pais situado un huso horario al este seran las
5, y en otro situado un huso horario al Oeste seran
las 3 de Ia tarde. En Ios paises que tienen grandes
territorios, su extension es ocupada por varios
husos horarios, con Io que existen varias horas en
el mismo pais, segin el huso horario donde se
encuentre.

Recuerda: huso esférico es la parte
superficie esférica compren-
dida entre dos circunf.
maximas. T HUSO
HORARIO es cada
una de las 24
Zomas en gue se
divide la

meridiano 0,

Cortesia de la pagina web: www.solucionesescolares.cl

- | sl

BN N B
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Ficticio desarrollo plano de Ia Tierra dividida en sus 24 husos horarios.
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12.15.-Los teoremas de Pitdgoras
y de Thales en el espacio .

Es muy frecuente tener que aplicar el
teorema de Thales y, sobre todo, el teorema
de Pitagoras en ejercicios y problemas de
cuerpos geométricos. Veamos algunos casos:

(J Para calcular la diagonal en
cubos u ortoedros.

Observa como se calcula la medida de
una diagonal aplicando el teorema de
Pitagoras.

ORTOEDRO 1
i

E diagonal del ortoedro
H v

c largo D

[0 Aplicamos el teorema de Pitagoras en el tridngulo
BCD de Ia base del ortoedro:

hipotenusa - BD
catetos - BC, CD

BD? = CD? + BC?

[0 Y ahora aplicamos Pitdgoras en el tridngulo ABD

Tridngulo BCD

que contiene a la diagonal del ortoedro:

hipotenusa - AB - diagonal - d
ABD { catetos - BD, AD

AB = BD? + AD?

O Sustituimos BD? por CD? + BC? :

AB = / CD2+ BC2+ AD?2
d = {cp? + BC? + AD?
d = \/ largo? + ancho? + alto?

Igual que en el ortoedro, se haria con el
cubo. Y como en el hexaedro o cubo las
dimensiones (aristas) son iguales (largo = ancho =
dato), la aplicacion del t. Pitagoras para
calcular la diagonal del cubo quedaria asi:

dcubo=\/a2+ a’+ a’ =\/3a2 =a\/?

n

- siendo "a" la arista del cubo.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

(J Para calcular la altura, la
apotema lateral o la apotema
basica en las piramides.

Observa como se calcula la altura, o la
apotema lateral, o la apotema de la
base aplicando el teorema de Pitagoras.

WL = arista lateral

OL = arista hasica

AR = lado hexagono
OB = radio cir. circuns.
AB=0B

WO = altura piramide
P = perimetro = 6.AB

[0 Con Ia altura de la pirdmide, la apotema lateral y la
apotema de Ia base se forma un tridngulo imaginario,
VOL, que es rectangulo en O. Aplicando Pitagoras :

hipotenusa - VL - apotema lateral - aﬂ

Triangulo VOL {altura - VO -5 h

catetos —

apotema basica — OL - a,

Las formulas para calcular Ia altura o las apotemas

son las siguientes:
alateral = \/h2 + (ab)z
h = \/(ae)z‘ (ab)z

abeisica = \/(a(’,)2 - h2

De igual forma, se puede aplicar el
teorema de Pitagoras en los siguientes
€asos:

a) En el tridngulo rectangulo imaginario
que se forma con la altura, una arista
lateral y el radio de la circunferencia

circunscrita al hexagono de la base.
( Figura siguiente de la izquierda )

b) O en el formado por la apotema lateral,
una arista lateral y la mitad de un lado

de la base.
( Figura siguiente de la derecha )
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(J Para calcular la altura, gene-
ratriz o radio en los conos.

v

[0 Con Ia altura del cono, la generatriz y el radio de la
base se forma un triangulo imaginario, VOB, que es
rectangulo en 0. Aplicando el teorema Pitagoras :

hipotenusa — VB - deneratriz -

Triangulo VOB altura -~ VO - h

catetos —
radio - OB - r
Las formulas para calcular la generatriz, la altura o

el radio son las siguientes:

g:m
h=Jg - 12
1‘=\/g2—h2

(J Para calcular algunos segmentos
en troncos de piramide o de
cono.

Tanto en los troncos de piramides como
en los de conos, se puede formar siempre
entre ellos y la piramide o cono inicial de
donde proceden una figura imaginaria
con triangulos en posiciéon de Thales, y
en ellos, logicamente, se puede aplicar el
teorema de Thales para calcular lados o
segmentos diversos de esa figura.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

[0 Observa que tanto en la piramide como en el cono de
la figura hay dos triangulos en posicion Thales, que
son VCD y VAB.

Aplicando el teorema de Thales en ellos :
VD vC _ CD

VB VA AB
se pueden calcular unos u otros de sus lados, dependiendo

de los datos conocidos; bastaria despejar los desconocidos

en la serie de razones iguales anterior.

televisor, no tardaremos en oir en algin anuncio lo
siguiente: “... consiguelo sin esfuerzo...”. iY eso es lo
que faltaba a no pocos chicos y jévenes de hoy!

Valoran tan poco, o casi nada, el esfuerzo que
se sienten incapaces de superar las dificultades y
contratiempos que la vida les va presentando. Y,
desdichadamente, suelen responder
a esas contrariedades con conductas
mas o menos violentas, de ahi que en
mas de una ocasion esa violencia
llegue incluso a las aulas. Y esas
actitudes, que en otras décadas eran
rechazadas por una gran mayoria de
alumnos, ahora, en la actualidad,
tristemente, son jaleadas y seguidas por no pocos de los
alumnos. Muchos de éstos no han pasado por su etapa
adolescente de forma adecuada, y casi han saltado a
otra en la que les falta mucho de todo.

Algunos consideran como valores los
suspensos, la chuleria, el ser agresivo, la violencia, etc.,
en lugar del sacar buenas notas y conseguir una buena
formacién. Muchos de éstos tienen sus modelos en las
diversas cadenas de television, adolecen de ciertas
habilidades sociales y viven muy frecuentemente en un
entorno permisivo.

Aunque nos cueste aceptarlo, en muchas aulas
existe una significativa pérdida de autoridad, que tanta
gente “progre” confunde con autoritarismo. La

imitacién.
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12, 16. - Cuadro resumen de férmulas.

Area Lateral Area Total m

Hexaedrc )
6a a3
o0 Cubo
3
Tetraedro a2 3 a 1\2/7
3
Octaedro 223 a 3‘/7
Dodecaedro 3a25(5 + 25 a5 +75
4
2 5a3
Icosaedro 5223 2 (sy5)
Prisma
A; + 2.A Ag.h
recto p-h t ? 5
Piramide P ay AL+ A, Ag. h
recta 2 3
Tronco de (pbmuyor * Pomenor ) Ayl A+ ABmayor + A grenor h (AB> + Apc + M)
Piramide (recto) 2 3
Cilindro , ,
2nmrh =2mnrg 2nrh +2.mr nr“h
recto
2
Cono mrg T[rg+'ltr2 mr.h
recto 3
Tronco de (R +1) e A+ nrs 2 || mR(RZ4e7r R
Cono (recto) 3
3
Esfera 4 nt R? 4 "3R
Zona TR b
Esférica
CasgL_lete 27 R A
Esférico
Huso M R2 no°
Esférico 90 ©
Cuna M R3 no
Esférica 270 ©
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12. 17. - Actividades de repaso.

Cuando realices esta ficha en tu cuaderno, debes
hacerlo en una pagina apaisada, intentando que todas
las lineas de cada pregunta terminen con una raya a la
misma altura, y desde el final de cada raya se traza
una linea hasta el punto que esta delante de cada una
de las respuestas de los cuadros de la derecha.

Hazlo de 10 en 10, o sea, relacionando las 10
primeras con el primer recuadro de la derecha, las 10
segundas con el segundo recuadro y las otras con el

ultimo.

1.- Con dos puntos queda determinada una .............ccoooeveerencncnnn. *  dngulo rectilineo.
2.- Para determinar un plano se NeCeSItan ............cocevevrierierererrieneenne. *  poliedros.
3.- Un plano divide al eSpacio €N ...........cc.ecveveverriininieneneineieeeeenes * octaedro.
4.- Un dngulo diedro se mide COn SU ........ccccvviiireiivieineiriceresene * recta.
5.- Los cuerpos geométricos cuyas caras son poligonos se llaman ............ * tres puntos.
6.- El poliedro regular de ocho caras tridngulos equilateros es el .............. *  dos semiespacios.
7.- Los poliedros que no pueden apoyar todas sus caras en un plano son......... *  hexaedro o cubo.
8.- El n° de caras mds vértices de los poligonos convexos es igual al n® de ........ *  cuerpos de revolucién.
9.- Los cuerpos que se forman al girar una figura alrededor de un eje son los .. e aristas + 2.
10.- El poliedro regular de seis caras cuadradas se llama .......................... e concavos.
11.- Los cuerpos geométricos que tienen orificios se llaman ................... *  apotema lateral.
12.- Las caras laterales del prisma oblicuo son ...........cccocvvercricnicnnns e cilindro.
13.- Para comprender mejor las formulas de las 4reas en los poliedros y «  desarrollo plano.

cuerpos de revolucion es conveniente hacer su .............ccoceveevvcrennne. e ortoedro.
14.- El producto de sus tres dimensiones es el volumen de un ................ «  poliedros no simples.
15.- Segmento que va del vértice al centro de un lado de la base .............. o  romboides.
16.- Al girar un rectangulo sobre uno de sus lados se genera un ...............  un huso esférico.
17.- Formula para calcular la superficie esférica ..., « dos hemisferios.
18.- El Ecuador divide a la esfera terrestre n ............ccooocvvrvinrinciieninnns « latitud y longitud.
19.- Las coordenadas geograficas SN ............cco..couvvvmrvinriiicnrinniinniinninns e 4x;rl
20.- Cada hora pertenece en la esfera terrestre a la superficie de .............
21.- Los gajos de una naranja tienen forma de .............cccocovevrenenininnnnns *  diagonal.
22.- Las rectas que no se cortan y estdn en distintos planos son rectas ..... * Ay, poraltura,
23.- El poligono regular que tiene doce caras pentagonales regulares es el ....... *  apotema basica.
24.- En algunas pirimides hay dos apotemas: la apotema lateral y la........ *  dodecaedro.
25.- Los troncos de pirimides y de conos tienen ................coocveevieerinennne. *  dos bases.
26.- El desarrollo del drea lateral de un cono es un ...........ccccocvvvevrrenrennces *  sector circular.
27.- Alas circunferencias menores paralelas al Ecuador se les llama ........ * lalatitud.
28.- La amplitud del arco que va desde un lugar al Ecuadores .................  paralelos.
29.- En un ortoedro, la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus e cuiia esférica.

dimensiones s igUal @ SU ........c.coeevvieirireniieece s *  que se cruzan.
30.- Sirve para calcular el drea total en un prismay en un cilindro ...........
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12.18. - Ejercicios y problemas resueltos.

SOLUCIONES en las pags. 1005 a 1009.

1.- ¢Cuintos planos pueden cortarse en una
misma linea recta?

2.- {Qué mesa tiene mds posibilidades de cojear:
una mesa de cuatro patas o una de tres patas? (Por
qué?

3.- ¢Cuintos puntos hay en una linea recta? ¢Y en
un plano?

4.- Si dos rectas estn en un mismo plano y no se
cortan, ¢como son? ¢Y si estdn en distintos planos?

5.- Dibuja un plano y una recta (“a”) que sea
perpendicular a él. Dibuja también, en el plano, una
recta perpendicular (“b”) a la recta “a”. ¢Es posible
dibujar en el plano una paralela a la recta “a”?

6.- ¢Como se halla la distancia desde un plano a
un punto no situado en él?

7.- Comprueba el teorema de Euler en el octaedro.

8.- ¢Es posible dibujar un prisma regular cuya
base sea un trapecio? ¢Y una pirimide regular?
Explica por qué si o por qué no.

9.- ¢Cémo se llaman los prismas que tienen de
base cuadrildteros de lados paralelos dos a dos?

10.- Sefiala cuil es la equivalencia bdsica que nos
permite relacionar las unidades de masa, capacidad
y volumen.

11.- éQué diferencia hay entre la altura y la
generatriz de un cilindro recto? (Y entre la altura y
generatriz de un cono recto?

12.- En un desarrollo plano de la superficie lateral
de un cuerpo geométrico nos sale un rectingulo.
¢De qué cuerpo geométrico se puede tratar?

13.- Describe qué cuerpo geométrico se genera al
girar un trapecio isosceles alrededor de su base
mayor. Dibujalo.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

14.- ¢A qué cuerpos geométricos corresponden los
siguientes desarrollos planos?

a) b)

15.- Sergio quiere hacer una pirdmide con un
angulo poliedro de cinco caras en su vértice cuyos
angulos diedros midan 80°, 59°, 47°, 90° y 83°.

¢Podra conseguirlo? (NOTA: no vale decir simplemente si o
no; hay que razonarlo)

16.- Ejercicio basico para el repaso de dreas y
voliumenes de cuerpos geométricos elementales.
Debes calcular el area lateral, 4rea total y el volumen
de cada uno de los siguientes cuerpos:

a)

----f=6 cm

~4'5S cm

e === I Er]

T L L -
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17.- Para medir el volumen de:
a) Una taza de café.
b)  Unarmario de tu habitacién.

¢) Undedal para la costura.
d) Un pantano.
e) Una casa.

¢Qué unidades usarias como las mas adecuadas?

18.- Un gran cucurucho cénico de galleta, de los
que sirven para echar los helados, tiene 13 cm de
generatriz y 10 cm de didmetro. ¢Cudntos cm’ de
helado de vainilla caben en él rasurando por la
base?

19.- Calcula el 4rea lateral (cm?), drea total (cm?)
y el volumen (cm®) de un prisma pentagonal regular
de 0°09 m de altura, y cuya base tiene de lado 0’5
dmy 344 mm de apotema

20.- La diagonal de un depésito de agua que tiene
forma de hexaedro mide 2000,/3 mm. {Cudntos
litros de agua tiene de capacidad?

21.- Se necesitan 942 hectolitros de agua para
llenar exactamente una piscina de forma cilindrica
cuya longitud de la base mide 314 dm. (Cudntos
metros tiene de profunda?

22.- ¢Cuénto mide la arista de un depésito ctibico
cuyo volumen es 42’875 m* ? ¢Cudntos litros caben
en éI?

23.- El volumen de un cono recto es 12 T m’. Si
su altura mide 40 dm, écudl es su 4rea lateral (m®)?

24.- Se va a preparar un refresco compuesto de
varias mezclas para celebrar una fiesta. Al terminar,
el encargado de hacerlo llend justamente un
recipiente hueco de forma semiesférica como el de
la figura. ¢Cudnto costd la preparacion si cada litro
salid a una media de 1’50 €?

diamétro = 60 cm

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

25.- Halla el 4rea lateral (cm?), drea total (cm?) y

volumen (cm’) del tronco de pirimide de la figura.

Tronco de piramide recto
de bases cuadradas

1
1
L

th

= -]

[}

=

[
[
[
L
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

50 cm

26.- ¢Cudntos grados tiene el sector circular que
constituye el desarrollo plano del drea lateral del
cono de la figura?

1
O

27 .- Galcula el radio de una esfera cuya superficie
esférica es de 36 T cm .

28.- ¢Por qué nimero debes multiplicar la
superficie total de un cubo si se duplica la medida
de su arista? (Y el volumen?

29.- Averigua cudntos kg pesa una columna
cilindrica maciza de hierro de 5 metros de altura y
50 cm de radio basico.

(Nota: densidad del hierro = 7'6 g/cm®)

30.- ¢Cudles son las antipodas de nuestro pais?
Senala algunos datos de ellas.
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SOLUCIONES DE LOS 30 EJERCICIOS ANTERIORES

1.- En una misma linea recta pueden cortarse
infinitos planos.

2.- Una mesa de cuatro patas, si estd bien
construida, no cojeard, ya que los cuatro puntos
donde se apoya estardn en un mismo plano. Y una
mesa de tres patas nunca cojeard, porque los tres
puntos donde se apoya definen a un plano (suelo); sin
embargo, puede que la parte de arriba, lo que
propiamente es la mesa, no esté bien construida en la
horizontal y resbalen o caigan las cosas sobre ella.

3.- Tanto en una linea recta como en un plano hay
infinitos puntos.

4 - Dos rectas que estdn en un mismo plano y no se
cortan, necesariamente son paralelas. Si estan en
distintos planos, pueden darse dos casos:
a) Que sean también paralelas, aunque en
distintos planos.
b) Que se crucen.

5.- En Ia figura siguiente, la recta “a” es
perpendicular al plano representado. La recta “b”,
situada en el plano, es perpendicular a la recta“a”, al
igual que todas las rectas del plano que pasen por el
punto “P”, como las rectas “c” y “d”. Sin embargo, no
es posible dibujar una recta en el plano que sea
paralela a la recta “a”. Asi, la recta “e” y todas las

que no pasen por “P” serdn rectas que se cruzan con
“a”, pero nunca paralelas.

6.- Trazando I perpendicular desde ese punto al
plano. La distancia serd el segmento que une el punto
dado con el punto de corte en el plano.

7 .- El octaedro tiene 8 caras, 6 vértices y 12 aristas.
Teorema de Euler :

caras + vértices = aristas + 2
8 + 6 = 12 4+ 2
8 + 6 = 12 + 2

14 = 14

8.- Pues no, porque si es reqular no puede tener de
base un trapecio, ya que sus caras laterales no serian
iguales. Sélo serd regular cuando la base del prisma
sea un poligono regular.

9.- Se llaman paralelepipedos.

10.- La equivalencia fundamental es:

1litro = 1 dm? =

1 kg

Para completar més esta equivalencia, adjuntamos la siguiente tabla que te ayudard mucho para ciertos ejercicios y
problemas donde es necesario relacionar las magnitudes de capacidad, volumen y masa.

Unidades de CAPACIDAD

Unidades de VOLUMEN

Unidades de MASA

1 mal 10 m’ 10 tm
1 kI — (1.000¢) 1 m3 5 @o00dm® | 1 tm— (1.000kg)
I hl — (100¢) 100 dm”’ /I gm — (100kg)
1 dal — (10¢) 10 dm’ ! mag — (10kg)
1 & (]ith) 1 dm 3—’ (decimetro ciibico) 1 k (kilogramo)
g
1 dl 100 cm’ 1 he
!l o 10 cm’ ! dag
(mililitro) cm "— (1.000 mm?) (gramo)
1 mt 1 cm?® 1 g

1 0] 0! Hay que tener en cuenta que la relaciéon de equivalencia de la siguiente tabla entre las unidades de
CAPACIDAD y VOLUMEN es valida para todos los liquidos, pero la relacién existente entre las unidades de

VOLUMEN Y MASA sélo es valida para el agua destilada o agua pura. [ £n los demds liquidos, si queremos saber
su masa, serd necesario saber también su densidad )

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.
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Corregir es enmendar errores cometidosAprovecha estas fichas todo lo que pueda¥, no lo dudes mejoraras.

11.- En un cilindro recto, la generatriz y la altura
tienen la misma longitud, o sea, coinciden. En un
cono recto, la generatriz es la hipotenusa del
triangulo rectangulo que lo genera y la altura es el
cateto alrededor del que gira el triGngulo;
légicamente, nunca son iguales.

12.- Puede ser de un prisma o de un cilindro recto.

13.- Se genera un cuerpo geomeétrico compuesto
por un cilindro de cuyas bases salen dos conos rectos.
Al girar el trapecio isosceles ABCD sobre el lado AB se
genera este cuerpo:

OeaPTIME LY

La misica hace mas dificil caer en vicios, en
degradaciones, en ansiedades, en cobardias, en
desalientos, en angustias, en maldades, en
inmoralidades y en tantas bajas pasiones que a veces
nos acechan.

La mdsica tiene como recorrido nuestro ser
mas intimo y se va trasladando por momentos a lugares
reconditos de nosotros mismos,
produciendo armonia y consiguiendo
actitudes y sentimientos que nos “elevan”
el espiritu mediante esas vibraciones
sonoras. En ocasiones nos acerca lo
invisible, otras nos ensancha el corazon,
otras nos destruye las fronteras, otras
quema el dinero y otras nos hace incolora la piel.

Con ella, con la misica, nos
adentramos con mas facilidad en la
naturaleza, nos acercamos mas a las
estrellas y viajamos de forma ——
reposada y seductora por el universo. \\
Ella dibuja, esculpe y edifica el
silencio, rellena los vacios, hace brotar los
sentimientos, da palabras a las miradas y calma las
tempestades.

Sin mdsica en tu vida es posible vivir, pero sin
misica no es posible VIVIR.

¢La musica que rodea tu vida produce en ti
sensaciones como las que aqui se describen?

CiISNDIWY @ 9R
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14.- A un cilindro recto el desarrollo a) y a una
piramide pentagonal regular recta el desarrollo b).

15.- Un angulo poliedro debe tener menos de 360°,
por tanto, como los dngulos diedros que forman ese
poliedro suman 359° (80° + 59° + 47° 4+ 90° + 83°), si
seria posible formar un angulo poliedro.

16.- Cinco ejercicios bdsicos y completos para el
repaso de areas y voliimenes de cuerpos geométricos
elementales. Debes calcular el drea lateral, drea total
y el volumen de cada uno de los cuerpos.

a) PRISMA CUADRANGULAR.
Al =Ppae-h=4.4'5cm .6 cm = 108 cm 2

Ar=Ap+2.Ag=108cm?+2.4'52cm?=

108 +40'5 = 148'5 cm >
V=Ag.h = 452cm?. 6cm = 121'5cm*®

b) PIRAMIDE HEXAGONAL REGULAR.
O Ajustes previos:

1) En los hexagonos regulares, el radio de
la circunferencia circunscrita a la base es igual
al lado. Luego : lado = JK = radio = 5 cm.

2) En el triangulo HIK, que es rectingulo
en I (90°), se aplica el teorema de Pitagoras

para calcular la apotema basica:

a pasica = HI =\/HK2—IK2 =\/52 -2'5% =

= ,/18'75 = 4'33.. cm

3) Y en el triangulo GHI, rectingulo en H
(90°), volvemos a aplicar Pitdgoras para

calcular la apotema lateral, la de la piramide:

A Jageral = GI =\/GH2+H12 =\/122+ 4'332 =

= 162'75 =12'75... cm

P base + @ lateral 6.5 cm.12'75 cm

Av = 2 - 2 )
= 191'25 cm?

At =Ap + Ag =191'25 + w:
=191'25 + 64'95 = 256'2 cm >

V= AB3'h _ 64'91;.12 = 2506 cm®

c¢) CILINDRO RECTO.
Ap =2nrh =2.3'14.18.65= 7347'6 m>

Ap=Ap+ 2.Ag=7347'6+2.3'14.18% =
= 7347'6 + 2034'72 = 9382'32 m?
V = nr’h = 3'14.18%.65 = 66128'4 m’®

- 1005 -



Tema 12. Geometria del esgio. Los cuerpos geométeds. Areas y volimenes.
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d) CONO RECTO. 0 Ajuste previo :
En el triangulo rectangulo POQ (O =90°),
aplicamos el teorema de Pitagoras para hallar la

generatriz del cono (PQ), que es la hipotenusa.

g = PQ =y PO? + OQ* =722 + 30* =

=,/ 6084 =78 m

Ap=nrg =3'14.30.78 = 7347'6 m*

Ar= AL+ Ag = 7347'6 + nr’ =
= 7347'6 + 3'14.30% = 10173'6 m?>

2 ' 2
yofrlh _314.302.72 _ o s

3 3
e) ESFERA.
Asuperﬁcie esférica — 4 T[rz =4.3'14. 252 =7850 m2

3 | 3

v = 41;r _ 4.3134.25 - 6541666 m®

0O N M X - W W e e N O %

Hay personas que tienen poca fortaleza para
enfrentarse a los problemas que la vida les va
planteando, y ante esa incapacidad deciden ignorarlos,
con lo que evidentemente se acrecientan. Hay una
expresion muy popular que describe bastante bien esa
postura: “echarse la manta a la cabeza”, es decir, hacer
como si las dificultades no existieran
porque ya no se ven. Logicamente, lo
mas normal es que asi no solucionen
nada, sino mas bien todo lo contrario.

Pues el “efecto avestruz”
significa mas o menos lo mismo. Es
sabido que el avestruz esconde su
cabeza bajo la arena para no ver el peligro, aunque
actualmente se piensa que esto no es exacto, porque lo
que hace es tenderse en el suelo cuan largo es,
escondiendo en €l su pequefia cabeza, en un intento de
pasar desapercibido a la vista de sus enemigos.

En realidad, esconda su cabeza bajo la arena o
bajo su cuerpo, la actitud del avestruz es creer que el

Bien, pues todo esto viene a cuento de que
hay muchas personas, tanto jévenes como mayores, que
practican demasiado frecuentemente la tactica del
avestruz, y en lugar de asumir y afrontar las
responsabilidades en los contratiempos y problemas
que la vida inevitablemente les va a ir planteando,
prefieren echarle tierra (arena) a sus dificultades,
ignorandolas, pensando que con esa actitud las evitan.
Y, sin lugar a ninguna duda, se confunden completa-
mente, pues con toda seguridad en lugar de soluciones
tropiezan con mas contrariedades.

¢Sueles practicar habitualmente en tu vida el
efecto avestruz, o presentas lucha, esfuerzo, valentia y
teson para resolver los avatares de tu vida?

B N M B 3% - % e 3 e 2 N O %

17.- Las unidades serian las siguientes:
a) Una taza de café con cm’.
b) Un armario de tu habitacién con dm’.
¢) Un dedal para la costura con mm’.
d) Un pantano con hm’.
e) Una casa conm’ ¢ dam’,

18.- Problema del cucurucho de helado.

O Ajustes previos :
1) Radio = diametro/2=10:2 = 5 cm
2) Aplicamos Pitagoras en el triangulo que

forman la generatriz, la altura y el radio.

h=yg2+r2=y132+5% = 12 cm

nrih_314.5%2 12
3 3

3
Veono = = 314 cm

Solucién — Caben 314 cm > de helado.

19.- Ejercicio sobre cilculo del rea lateral, drea
total y volumen de un prisma pentagonal regular.

O Ajustes previos :
h=009m - 0'09.100 = 9 cm
lado e =0'5dm - 0'5.10 =5 cm
A paee =34'4 mm - 34'4:10 = 3'44 cm

AL = pbase-h =5.5.9 = 225cm2
Ap=A_+2.Ag =108 +2.# -
=225 + 86 = 311 cm?

V=Agp.h =L2‘7'44cm2.9cm= 387 cm®

20.- Problema sobre los litros de un depésito.

O Ajustes previos :
1) Como cada dm 3 de volumen tiene una
capacidad de 1 litro, reducimos a dm :

d =2000,3 - 200043 :100 = 20,/ 3 dm
2) Calculamos la arista:

d2=a2+ a2+ a2= 3a2
2
a

(20\/3)2 =3

2
202, (J3)%=400.3 = 3a2

a=,/% = 20 dm

- .3 _ 3 _ 3
Veubo = 2° = 20° = 8000 dm

8000 dm> = 8000 litros

Solucién : El depésito es de 8000 litros.
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21.- Problema sobre la piscina cilindrica.

O Ajustes previos :
1) 942 hl - 942:10 = 94'2 kl
2)94'2kl = 942 m?
3)314dm - 314:10 = 31'4 m
4) La longitud de la base es 27 r.

2nr = 31'4
) S
2.t 2.3'14
V=zr’h = 942 = 314.5%.h
M2 _om
3'14 .25

Solucion - La piscina tiene 1'2 metros
de profundidad.

A lo largo de otras reflexiones anteriores
sobre la Educacién, creo que hemos quedado
perfectamente claro que los cimientos y primeros pisos
del edificio educativo los debe asentar de manera
segura y firme la familia. Después, en la escuela, en el
entorno, en los amigos, en el instituto, etc., se ira
completando y puliendo.

Igual que los musculos de nuestro cuerpo si
no se ejercitan no se desarrollan adecuadamente o se
atrofian, nuestros hijos necesitan constantemente de
ejercicios sobre todos aquellos valores que desde el
hogar queramos inculcarles. Hay
que recuperar la disciplina en
casa, si no es asi no podemos
pretender que nuestros hijos la
valoren. Hay que respetar a los
profesores, si no nuestros hijos
no les prestaran el debido
respeto. Hay que ensefar a nuestros hijos a tolerar el
aburrimiento y la ansiedad, si no esa incapacidad les
llevara a veces por rutas no deseadas (tabaco, alcohol,
drogas, etc.). Hay que acostumbrar a los chicos a que
decidan por si solos, sabiendo dilucidar entre las cosas
a favor y en contra. Y hay que ponerse de acuerdo para
no confundirlos, tanto entre padre y madre como entre
los propios profesores.

No es muy frecuente, pero todavia quedan
padres que sélo visitan un centro educativo para
protestar por esto o aquello que le ha ocurrido a su
hijo, cuando hace unos lustros lo habitual era que el
padre y/o la madre se entrevistaran con los profesores
para pedir que fueran mas exigentes con su hijo. En
fin, que los tiempos cambian, en este caso pienso
sinceramente que no para bien. De cualquier modo,
todos, padres y profesores, debemos tener y dar un
mensaje de esperanza, porque la vida lo merece, y mas
la de nuestros hijos o alumnos, e inculcarles muy
hondamente que el futuro se va labrando dia a dia, con
esfuerzo, sacrificio e interés constante.
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22.- Problema sobre la arista del hexaedro o cubo.

V.o = a° =42'875

a = 342875 = 342875 =

= 3}(53.73):103=(5.7):10 =35 m

Solucidén: La arista mide 35 metros.

23.- Ejercicio sobre el 4rea lateral del cono.

O Ajustes previos :
1) Altura = 40 dm - 40:10 = 4 m

2 2
NV =TI B g Mt
3 3
127 .3 =mr’4
r = —1273 =ﬁ=3dam
T 4

3) Aplicamos el teorema de Pitagoras en el
tridangulo formado por la altura, el radio y

la generatriz .

g=yh?+r2=42+32=5m
4)AL = mrg =314.3.5 = 47'1 m?

24.- Problema sobre la semiesfera llena de
refresco para una fiesta.

SEMIESFERA.

O Ajustes previos :
d=60cm - 60:10 = 6 dm
radio = 3 dm

_4mr? g = 4.3'14.3% _

semiefera — 3 . 6

v

=56'52 dm® = 56'52 litros
O Ajuste final :
56'521 .1'50 € = 84'78 €

Soluciéon — El refresco cost6 84'78 €.

27 .- Sobre el radio de una esfera.
i0jo! Cambio el orden por necesidad de espacio para cuadrar paginas.

ESFERA.

A 2

superficie esférica =4mr

36w = 4.7.12

r= [T 2 9 = 3em
4.

Solucién - El radio la esfera mide 3 cm.
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Corregir es enmendar errores cometidosAprovecha estas fichas todo lo que pueda¥, no lo dudes mejoraras.

25.- Sobre el drea lateral, drea total y volumen de
un tronco de pirdmide.

TRONCO DE PIRAMIDE CUADRANGULAR.
O Ajustes previos :
= 4.50 200 cm

= 4.32 = 128 cm

1) P base mayor
2) P base menor
3) Abase mayor =B = 0412 = 502 = 2500 sz

4) A pase menor = b =0422 = 322 = 1024 sz

A, = (Pb>* Pb<) - 2lateral _
2
(200 + 128) . 59
= 5 =
= 9676 cm?>

Ar = A +B +b = 9676 + 2500 + 1024 =
= 13200 cm?

_ h.(B+b+\/ﬁ)=

V Tronco de p- =

3
58. (2500 +1024 + w’ 2500 .1024 )
= 99064 cm?

3

26.- Sobre los grados del desarrollo plano del drea
lateral de un cono.

CONO RECTO.

O Ajustes previos:
h=08dm - 0'8.10 =8 cm
d =120 mm - 120:10 = 12 cm

radio = 6 cm

g(rsector)=\/h2+r2 =\/82+62 =10 cm

Ap=nrg=2314.3.10 = 94'2 cm?

2
nr(g)” n°
Asector del desarrollo = % = ALateral
2 _o
I9 M _942 = ng?n® =360.94'2
360°
oo 360942 _ oo
3'14 .10

El desarrollo plano del area
Solucién - < lateral del cono corresponde a

un sector de 108°.

30.- Sobre las antipodas de nuestro pais.

Se llama antipoda de un punto, sitio o pais del
planeta al lugar de la Tierra que estd situado en la esfera
terrestre exactamente en el punto diametralmente
opuesto, 0 sea, que tiene como coordenadas geograficas las
siguientes:

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

* De longitud: diferencia de 180° de un lugar con
respecto a otro.

e De latitud: igual, o similar, dependiendo de la
extension de los lugares de referencia.

Los lugares que son antipodas unos de otros estan
situados en hemisferios diferentes, uno el hemisferio Sur y
otro en el Norte. Por ello, l6gicamente, las estaciones del
afio y el horario estan totalmente invertidas, de un lugar
con respecto a otro.

Las antipodas de Espafia son Nueva Zelanda, pais
situado a 1.600 km al sureste de Australia. Con unas
coordenadas geograficas que son las siguientes: 41° Sur y
174° Este. Nueva Zelanda es un pais con dos islas. Tiene
una extension de algo mas de la mitad de la de Espaiia,
con poblacion de cerca de 4 millones de habitantes.

Cuando en Espafia son las 12 del mediodia, en Nueva
Zelanda, su antipoda, son las 12 de la noche, o sea, una
diferencia horaria de 12 horas. Nos llevan doce horas
diarias de adelanto.

28.- Sobre el cambio de 4rea y volumen al
duplicar la medida de la arista de un cubo.
CUBO.

(AL =6a2

O Si se duplica la arista:

{Ap =6(2a)2 =6.4.a% =24a?

Al duplicar (. 2) la arista del cubo, su area
queda muliplicada por cuatro (2) z,

( V=a?

O Si se duplica la arista:

{V =(a)’=8al

Al duplicar (. 2) la arista del cubo, su

volumen queda multiplicado por ocho (2) 3,

29.- Problema sobre la masa de una columna de
hierro.

CILINDRO RECTO.

O Ajuste previo:
h=5m - 5.100 = 500 cm

V=mr?h=3"14.502.500 = 3925000 cm?

densidad = _ masa = d = m ;
volumen v

m=d.V

m =7'6 (g/cm3 ) 3925000 (cm3)

m = 29830000 gramos - 29830 kg

O Ajuste final:
29830000 g - 29830000 : 1000 = 29830 kg
Soluciéon - La columna pesa 29.830 kg.
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12.10. - Ejercicios y problemas para resolver.

N O TA : Enaquellos ejercicios o problemas donde salgan decimales, debes operar con dos cifras decimales.

1.- Haz una relacién de las caracteristicas en las
que se parecen y se diferencian dos rectas paralelas
y dos rectas que se cruzan.

2.- Para que una mesa esté bien asentada en el
piso donde esté, icudl es el menor nimero de patas
que necesita tener?

3.- ¢Cuintas rectas perpendiculares a un plano
pasan por un punto exterior a él?

4,- Investiga a ver qué significan estas palabras:
coplanarias y no coplanarias, referido a las
posiciones de rectas.

5.- Dice Zenobio que es posible que dos planos
puedan tener un solo punto en comin; por
ejemplo: apoyando por una esquina un cuaderno
encima de la mesa, ya que los planos de la mesay el
cuaderno sélo se tocan en un punto. {Qué tienes
que decir al respecto?

6. Dibuja tres planos que se corten en una misma
linea recta y otros tres que se corten en un punto.

7.- Si una puerta de esas que giran estd formada
por tres partes iguales, icudnto mide cada dngulo
diedro de una de esas partes?

8.- Tenemos dos puntos, A y B, y un plano. Si
los unimos, el segmento resultante corta al plano.
¢Qué se puede decir de ellos?

9.- Seiiala en tu aula lo siguiente:
a) Dos planos paralelos.
b) Dos planos que se corten y su interseccion.
¢) Tres planos que se corten en un punto.
d) Dos rectas que se cruzan.

10.- ¢Cudnto mide el diedro complementario de
otro cuyo rectilineo mide 67°? Y el diedro
suplementario?

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

11.- éComo es la recta del rincén de la clase, el de
la derecha de la pizarra, con respecto al plano del
suelo? ¢Y con respecto a la pared de atrds de la
clase?

12.- En la pregunta 12.6 de este tema hay un
dibujo de un poliedro no simple. Comprueba a ver
si se cumple el teorema de Euler.

13.- Explica brevemente por qué no existen
poliedros regulares con caras hexagonales.

14.- Dibuja una pirdmide rectangular recta con
todos sus elementos, y con una altura de 6 cm.

15.- Realiza un esquema o cuadro donde
aparezcan la cantidad de caras, aristas y vértices de
estos cuerpos geométricos: cubo, octaedro, prisma
triangular y pirdmide trapezoidal. Estard mds
completo si los dibujas.

16.- En diversos problemas resueltos aparecen las
siguientes preguntas y soluciones.

PREGUNTAS RESPUESTAS
a) |<{Cudnto mide la altura? 10m
b) |iQué amplitud tiene el sector? |06 dam
c) | ¢{Cudnto tiene de masa? 12’5 ki
d) |Averigua su superficie. 280 ca
e) |Calcula el volumen. 48 m’
f) | ¢Qué capacidad tiene? 174 kg
g) |Halla el area. 92 cm’
h) | Calcula el volumen de la base. |3.406 mm’
i) |¢Qué masa tiene? 4’5tm
j) | ¢Cudles el drea de la apotema? |36 dm’
k) |<{Cudnto tiene de capacidad? |20
0) |<Qué superficie ocupa? 69 hm®

Debes explicar brevemente los apartados
donde observes errores, sea en las preguntas, en las
respuestas o en ambas. ( Te recomiendo ver el tema 7)

17.- Dibuja el desarrollo plano de un tetraedro y
de un hexaedro.
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18.- ¢Cuiles de las siguientes equivalencias son
correctas y cudles no?

EQUIVALENCIA SUSTANCIA
a) 20 =2dm’ agua destilada
b)| 065 m?® = 065 k! aceite

c)| 75kg = 75 dm’
d) 2000 g = 2000 m!
e) 15 ¢ = 15dag

£) | 378 dm’ = 378 kg

agua destilada

vinagre

agua destilada

agua destilada

g) 40 = 4kg gasolina
h) 8tm = 8§ hl agua destilada
i) 402 kg = 402 dm’ hierro

j) 0’5 kl = 0’5 tm

agua destilada

Debes explicar brevemente por qué son
correctas 0 NO. (Te recomiendo ver la pagina 15 del tema 7))

19.- Dibuja el desarrollo de un cono recto que
tiene 4 cm de radio y 9 cm de generatriz.

20.- Dibuja el desarrollo de un cono recto cuyo
diametro mide 6 cm y su altura 80 mm.

21.- ¢A qué cuerpos geométricos corresponden los
siguientes desarrollos planos?

N
\V

22.- ¢A qué cuerpos geométricos corresponden los
siguientes desarrollos planos?

b

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

23.- A ver si eres capaz de construir con cartulina
o papel fuerte un dngulo poliedro de cuatro caras
cuyos dngulos rectilineos midan 90°.

(NOTA: no vale decir si 0 no simplemente; es necesario explicarlo
brevemente)

24.- (Es posible construir un 4ngulo poliedro de
tres caras cuyos dngulos diedros midan lo siguiente?

A = 120° 56' 49"
B = 101° 38' 7"
C = 137° 41' 20"

(NOTA: no vale decir si o no simplemente; es necesario explicarlo)

25.- En cada uno de los apartados debes decir si
las afirmaciones son ciertas o falsas, dando algunas
razones que expliquen por qué opinas asi.

a) Un paralelepipedo tiene por base un trapecio.

b) En un prisma, el drea lateral puede ser menor que
el area de una base.

¢) Si aumentamos al doble el radio de un cono, el
area total aumenta el doble.

d) Puedo construir una piramide irregular de base
cuadrada.

e) El volumen de un cubo cuya arista mide 6 m es
0°216 dam’.

f) El area de un poligono se mide con un aparato
llamado goniémetro.

26.- Las proposiciones expuestas a continuacion
pueden ser correctas o falsas. Descubre como es
cada una explicando brevemente por qué piensas
asi.

a) El drea total de un cubo cuya arista mide 5 dm es
1’5 m’.

b) Si triplico el radio de un cilindro, el volumen del
nuevo cilindro se triplica.

c¢) El eje imaginario terrestre sobre el que se produce
el movimiento de rotacién de la Tierra tiene una
inclinacion de 23° 27

d) Para situar exactamente un punto o lugar en el
planeta Tierra es mnecesario saber sus tres
coordenadas, a saber, la longitud, la latitud y la
altitud.

e) Los meridianos son circulos menores paralelos al
Ecuador.
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27.- Se sabe que un depésito de forma ciibica
tiene una capacidad de 729 litros. ¢Cudntos cm
tiene su arista?

28.- En cada una de las figuras siguientes hallar el
drea lateral, el area total y el volumen.

a)

Base : trapecio iscosceles Base : triangulo f

equilatera

TH=10m
IL=8m

AD=4m JK=5m

BC=6m

EF=2m

DG=55%m

Ak - 1‘ --------------- D
| J \
B F C

Dimensiones:
large = 5"2 dam
ancho = 33 m
alte = 222 dm

29.- En una piscina cuyas dimensiones son 50 m
de largo, 20 m de ancho y 2 m de profundidad,
cudl es la mayor distancia que puede hacer un buen

nadador, o buceador, sin cambiar de direccion.
(NOTA: puede nadarse también bajo el agua)

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

30.- Se va a pintar las paredes y la béveda de un
salén rectangular cuyas dimensiones son de 20 x 15
X 4 (alto) m. ¢Cudnto costara el trabajo a razon de 6
€/m*?

31.- La altura de una pirimide cuadrangular
regular es de 900 cm. Si se llena de agua pesa
48.000 kg. ¢Cudntos metros mide cada lado de la
base?

- o > > > > > > —>

Tanto en Matyval I como en este libro,
Matyval II, aparecen varias reflexiones que tratan sobre
la felicidad, intentando con todas ellas captar algunos
de los muchos y diversos matices que su concepto
tiene. Seguimos aqui proponiendo otros aspectos.

Ya decia Epicuro, filosofo griego, que no hay
felicidad sin accion y que no es posible ser feliz sin ser
sabio, honrado y justo. Quizas habria que matizar o
debatir mucho estas ideas del
filésofo de Samos, pero lo que si
esta claro es que la persona
sabia, honrada y justa dispone
de un estado mental que le hace
disfrutar del mayor grado de
felicidad.

El ser humano, en su constante bisqueda,
anhela encontrar lo bueno, lo verdadero, lo justo y lo
bello. Y a lo largo de esa bisqueda se va educando
tanto en las adversidades como en los momentos
felices; momentos que no dependen de casualidades o
situaciones fortuitas, sino de actitudes que se han ido
forjando a lo largo de un verdadero proceso educativo.

A pesar de los muchos inconvenientes que la
sociedad actual nos presenta,
todavia puede uno sintonizar
con ciertos equilibrios de la
naturaleza que nos hacen
sentirnos mejor, aun sin la
necesidad de accién, como

rio y percibir la paz a través del susurro de su
corriente, descubrir la calma con el trinar de los pajaros
y notar algo de felicidad escuchando el silencio. Porque
sentirse bien no tiene nada que ver con el afin de
poseer, los vicios, las drogas, o...

No obstinamos mas en querer y desear lo que
no tenemos que en valorar lo que si poseemos. Lo
mejor, si no puede uno hacer o ser lo que quiere, es ser
lo que es, siendo asi mas libre y mas feliz, ya que la
libertad y la felicidad no deben ser suefios, porque
muchas veces estan detrds de los muros que nosotros
mismos construimos.

5> > > > > —>
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32.- ¢{Cuinto vale llenar la piscina de la figura si
cada litro de agua vale 2 0’08 €?

| largo = 0'02 km

. ancho/ =/ 1 dam

“alto = 20 dm

33.- Para llenar un depésito cilindrico de agua,
cuya altura es de 150 cm, se necesitan 42.390 litros.
¢Cudntos metros tiene de didmetro dicho depdsito?

34.- EI aljibe —cisterna cilindrica para reserva de
agua- de un campamento de verano tiene 2 metros
de radio y una capacidad de 58.875 litros. ¢Cudntos
metros tiene de altura?

35.- ¢Cuinto mide la longitud (en c¢cm) de un
paralelo producido por una seccion plana realizada
en una esfera a una distancia de 240 mm del
centro? El diametro de la esfera es de 5’2 dm.

36.- Dibuja en tu cuaderno un octégono regular
de 4 cm de lado y mide la apotema. Si teniendo
como base ese octdgono se levantara un prisma de
100 mm de altura, ¢cual seria su drea lateral (cm®),
drea total (cm®) y volumen (cm®)?

37.- Un rectingulo de 8 dm de base y 100 cm de
altura gira sobre su lado mayor. iCudl es el drea
lateral (dm®), 4rea total (dm’) y el volumen (dm®)
del cuerpo de revolucion que engendra?

38.- Un tridngulo rectingulo, cuya hipotenusa
mide 12’5 c¢cm y el cateto menor 3/5 de la
hipotenusa, gira alrededor del cateto mayor. Calcula
el drea lateral (cm’), drea total (cm’) y el volumen
(cm?) del cuerpo de revolucion que engendra?

39.- Disponemos de un almacén en forma de
ortoedro cuyas dimensiones son 15 x 12 x 4 metros.
Queremos llenarlo de cajas cuyas dimensiones son
15 x 8 x 3 dm. {Cudntas caben?

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

40.- Averigua cuidl es el radio aproximado de la
Tierra y calculas la longitud del Ecuador y el
volumen de la esfera terrestre. (NOTA: expresa la
medida del volumen con notacion cientifica en m’)

41.- Se dispone de 471 m* de cartén para hacer
gorros de forma conica que se van a repartir en las
ferias de un pueblo. Las dimensiones son como el
que aparece en la figura. {Cudntos se podrdn hacer,
suponiendo que no se desperdicia nada del carton
inicial?

000000000000 0000000

En muchas culturas antiguas existia la llamada
ley del talion, que consistia en hacer sufrir al
delincuente un dafno igual al que causd; dicho de otro
modo mas conocido, “ojo por ojo y diente por diente”.
Bueno, en realidad esta ley inexorable sigue vigente,
desgraciadamente, de una u otra forma, en sociedades
del siglo XXI.

Hay bastantes lugares de
nuestro planeta donde por un diente
roto arrancan dos, donde por un ojo
saltado sacan tres o donde por un
muerto matan cinco. Asi, la cadena de
venganzas cada vez sera mas creciente, y ese chorro de
torturas sera cada vez mas imposible de taponar.

En la Biblia se dice que cuando te golpeen en
la mejilla derecha, presentes también la otra. Quizas no
estén los tiempos para eso, éno? Pero si hay modos y
maneras de no aplicar mal por mal, de
no hacer sufrir igual o mas que te
hagan a ti, de no superar la maldad que [ -~
padeces, aunque es bastante dificil. Los
ejemplos que vemos cada dia en las
TV’s, en los diversos medios de comunicacién, en
nuestro entorno y hasta en nuestras familias, desgracia-
damente, no nos dan muestras de como hacer
desaparecer de nuestras sociedades esa ley del talion,
ese codigo del desquite y la venganza.

P

Es en la Educacién (familiar, sobre todo y
esencialmente, y en la escuela e instituto) donde
hay que “mamar” esas actitudes positivas y auténticas.

“medios” y la sociedad tampoco; por tanto, mientras
todo esto no mejore, es necesario auto-formarse en esas
convicciones.

OOOOOO@O@@AAAaA

- 1013 -



Tema 12. Geometria del esgio. Los cuerpos geométeds. Areas y volimenes.

42.- El didmetro de un balén de fitbol es de 24
cm y la longitud de una circunferencia maxima de
un balén de baloncesto es de 87°92 cm. Calcula la
diferencia entre sus dreas y sus volimenes.

43.- El dependiente de una tienda de calzados ha
vendido en un dia 15 pares. Todos ellos llevaban
una caja de dimensiones 40 (largo) x 20 (ancho) x
15 (alto) cm. En cada envoltorio gasta aproximada-
mente un 12 % mds de la superficie de cada caja.
¢Cudnto gast6 en papel de envolver a razén de 125

€/m’?

44.- Se quiere saber el volumen de un bloque de
piedra deforme, es decir, sin ninguna forma
geométrica definida. Dicho bloque no sobrepasa en
ninguna dimensién el metro. ¢Como lo hallarias
disponiendo de un depésito como el de la figura,
lleno de agua exactamente hasta la mitad?

OA=1"Sm
OC =180 cm

AB =2h
h=20cm
BC = 30 cm

46.- Inflamos un globo hasta que tiene un
diametro de 60 cm. Si lo desinflamos hasta quedar
su radio a la mitad, écrees tG que su volumen habri
quedado reducido a la mitad? Calctlalo. Y su
superficie esférica, ¢habra quedado la mitad, mas de
la mitad o menos? Calctlalo.

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

47 .- Para hacer un cuerpo geométrico como el
que se representa en la siguiente figura se han
utilizado 8 horas de trabajo a razéon de 20’50
€/hora. El m* de material con el que se ha hecho
cuesta 12’75 €. Averigua el coste total de la obra.
(NOTA: la base del cuerpo de la figura es piso normal no
hecho del material mencionado)

A
0 AB = 12 m
BC =5m
HK = 2.EF
- DEFG - Cuadrado
Dii}--%----3G  FGHI — Cuadrado
T i JKNN - Cnadrado
fo BT, C
E —F
i H K
3 7
I
L% S S
N

¢ En cudntos m® sobrepasa el volumen de la
obra a 4 dam”’?

48.- Una de las pirdmides mds famosas de Egipto
es la de Keops, considerada como una de las siete
maravillas del mundo. Esta pirimide tiene una
altura de 160 metros, siendo su base cuadrada con
240 metros de lado.

Iir-_hh- A

Cortesia de la pagina web portalmix.com

a) Si tuviéramos que envolver la pirimide
para cubrirla, écudntos m’ de malla
necesitariamos?

b) ¢Cudntos hm? ocupa de volumen?

49.- Un recipiente cilindrico tiene una base de

1884 mm. Si lo llenamos de agua pesa 145 kg, y
vacio 3’7 kg. ¢Cudntos cm tiene de altura?
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50.- Fijate en la figura:

A

La altura del cono (AE) mide 260 mm, vy el
diametro de la base (DF) mide 2 dm.

Se corta el cono por un plano paralelo a la base
que dista de ella 15’6 cm.

¢Cudntos cm’ mide la superficie del circulo de
la seccién formada que tiene como radio a BG ?

¢Qué volumen (en cm’) tiene cada uno de los
dos cuerpos geométricos obtenidos?

51.- Calcula el drea lateral (cm?), drea total (cm?)
y el volumen (cm?) del prisma hexagonal regular
representado en la siguiente figura.

h=8cm
OR=3cm
0-: F R

52.- ¢Cuintos metros mide el radio de un cono de
6 m de altura si su volumen es de 98 7t m??

53.- Calcula el perimetro del tridngulo ABC que
se representa en la figura siguiente.

- CY=12; CX=9; AY=5

Geometria de Espacio. Tres dimensiones. Largo, ancho y alto. Perspectivas.

54.- Calcula la altura (en dm) de un prisma
hexagonal regular cuya base tiene una superficie de
45 dm” y su volumen es de 47.700 ¢cm”.

55.- ¢Cuintos ¢cm mide cada lado de la base de
una pirimide pentagonal regular si su drea lateral es
de 850 cm” y su apotema lateral tiene 100 mm?

56.- Una tuberfa cilindrica tiene de radio interior 5
cm y 50 m de larga. El didmetro de la seccion
perpendicular a ella es de 30 cm. éCudntos m’
ocupa el volumen del material del que estd hecha?

57.- EJERCICIOS SOBRE LA ESFERA:

Radio de la esfera =50 cm

a) Calcula el drea de la superficie esférica de la figura anterior
y su volumen.

b) ¢Cudntos metros mide el ecuador de esta esfera?

¢) ¢Cudntos metros mide un meridiano de este esfera?

d) ¢Cudntos metros mide un paralelo cuyo centro estd a 3
dm del centro de la esfera?

) Halla el drea (cm?) de la zona esférica comprendida entre
el paralelo del apartado anterior y el Ecuador.

f) Calcula el drea de un casquete esférico, perteneciente a la
esfera de la figura, cuya base estd a 400 mm al Sur del
centro O.

g Siformamos un huso esférico de 279, écudntos dm’ tendra
de superficie?

h) iQué volumen, en cm?’, ocupa la cufia esférica
correspondiente al huso esférico del apartado anterior?

58.- Calcula cuintos metros de altura debe tener
un depésito cilindrico de 5 m de radio para que
lleno de agua pese 785 toneladas.

59.- En una gran escultura metdlica de un parque
publico hay tres esferas de 10 metros de didmetro y
cinco columnas cilindricas de radio 1 m y altura 3
m. Calcula el coste total a razén de 75 €/m’.

60.- Una columna de mdrmol, que tiene forma de
prisma cuadrangular, tiene una altura de 4 m. La
diagonal de la base mide 5./2 dm. iCudntos kg
pesa?

(NOTA: la densidad del marmol es de 2,7 g/cm®)
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