LE.S. “Gonzalo Torrente Ballester”

‘J Dto. de Matematicas
|

Determinantes

1.- Determinantes de orden dos.
Su estudio Unicamente tiene sentido relacionado con las matrices cuadradas.

Definimos el determinante de una matriz cuadrada de orden dos, A= (a“ a“j,

a21 a22
como el nimero real que resulta de la operacion: a;,-a,,—a,,-a,,, Y lo expresamos

8, &,

a'21 a22

como: |Al=det A=

Ej. Calcula el determinante de las matrices:
1 3 -1 3
2 -5 3 -9

a) [A=1-(-5)-2-3=-5-6=-11

b) [B|=(-1)-(-9)-3-3=9-9=0

Sabemos que se define matriz regular como la matriz cuadrada que tiene inversa. Esta
definicion es equivalente a:

Una matriz cuadrada A es regular <det A=0

Para las matrices del ejemplo anterior A es regular, su determinante es distinto de cero,
luego tiene inversa. Al contrario, B es singular, su determinante es cero, no tiene
inversa.

5 10
Ej. Estudia para que valores de a es regular la matriz A= (2 aJ

Aesregularsi detA=0 = 5a-20#0 = 5a#20 =>a=4

Es decir, si a = 4 la matriz A no tiene inversa. Para cualquier valor a = 4, existira A™.
Ejercicios:
1.- Calcula el determinante de las siguientes matrices y sefiala cuales son regulares:
-1 -3 3 1
a)A:% % b) B = c)C=
12 8 3 5 -2 0

2.- Indica para qué valores de a son regulares:
a 12 a-1 -3
-3 -a -a-1 a+1
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3.- Resuelve:
5+Xx X 9 -5

a) =15 b) =69
-3 2X Xx+1 3X

2.- Determinantes de orden tres.

Definimos el determinante de una matriz cuadrada de orden tres,

8, @&, a5
A=|a,, &, @a,|, como el niamero real que resulta de la operacion:

a3 83 Ag;
Q1 gy Qg3+ 8378y "8y + 8y, Ayg gy — 8378y, "By — Ay " By37 8y — Ay Ayt g

Para recordar el desarrollo del determinante de tercer orden se utiliza el siguiente
esquema, conocido como regla de Sarrus.

a11 2\313
aZl\aZZ\Aa23
a31\a32 a33

Sumandos con signo + Sumandos con signo —

Ej. Calcula el siguiente determinante:

2 1 -2
1 -3 1|=-6+8+2-12+8-1=-1
2 -4 1

También podemos calcular el determinante de orden 3 mediante la siguiente regla:
escribimos debajo de la matriz sus dos primeras filas. Los términos positivos seran
ahora los de la diagonal principal y sus dos paralelas, y los términos negativos seran los
de la diagonal secundaria y sus dos paralelas.

211\212 213 Zn :12‘/:13
21\ 22\ 23 21‘/ 22‘/ 23
a31\a3xa33 aSl‘/a32‘/a33
8y 312\313 all/aiz 83
a21 a22 a23 a?_l a'22 a‘23
Sumandos con signo + Sumandos con signo —
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Ejercicios:
1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

3 4 2 2 51
a) A= 1 -1 2 b)B=| 1 2 3
-3 3 -6 -1 25
1 2 2 0 1 -1
C=-3 0 1 d)D=4 -8 3
4 21 3 1 2

2.- Indica cuéles de las matrices del ejercicio anterior son singulares y cuales no.
3.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

2 x 4 -1 1 0
a0 3 2/=6x+8 b) 2x x 1|=-47
2 -6 X 4 -3 X

3.- Propiedades de los determinantes.
19 El determinante de una matriz cuadrada coincide con el de su traspuesta.

A=A

“A=5-3.(2)=11
5‘ (=2)

g |© J=5-(2-3-11
b2 57 -

\3

2%) Si permutamos dos filas o0 dos columnas de una matriz, su determinante cambia de
signo.

all a12 a‘13 aZl a22 a‘23
Si A=|a, a, a,|yB=|a, a, a;]| entonces |B/=-A
aSl a‘32 a33 aSl a‘32 a33
*Hemos permutado las dos primeras filas.
2 1 -2
Ej. 1 -3 1|=6+8+2-12+8-1=-1
2 -4 1

Si permutamos las dos Gltimas columnas:

2 -2 1
1 1 -3=-8+1+12-2+6-8=1
2 1 -4
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3% Si multiplicamos una fila o columna de una matriz por un nimero, su determinante
queda multiplicado por ese numero.

Sean A:(an a12J2>|A|:a11'a22_a12'a21 y
dy; Ay
ka, ka
B:( ' 2]3|B|:ka11'azz_k312'a21:k'(an'azz_aiz'azl):k'|Al
a; Ay
11 3 4 12
Ej. =11; =44 (4-11)
-2 5 -2 5

4%) Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales, entonces su determinante es igual a
cero.

1 2 3
Ej.|1 2 3=2+6-12+12-6-2=0
-2 21

5%) Si todos los elementos de una fila o columna son nulos, entonces su determinante es
nulo.

Ei 0
J-O

2
‘:0+O:0
3

6% Si dos filas o dos columnas de una matriz son proporcionales, entonces su
determinante es cero.

. -2 3
Ej. ~18-18=0
6 -9
I_> F2=*3F1

7%) EI determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de su
diagonal principal.

2 -3 1
Ej.0 -1 2=-10+0+0-0-0-0=-10
0 0 5

8% Si todos los elementos de una fila o columna de una matriz se descomponen en suma
de dos sumandos, su determinante también se descompone, de la siguiente forma, en
suma de dos determinantes:

a,+b a, ay |a; a, ay b a, a,
3.21+C a‘22 a23:a21 a‘22 3.23+C a‘22 a23

aSl + d a32 a33 a3l a32 a33 d a32 a33
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9%) Sia una fila 0 a una columna de una matriz se le suma una combinacién lineal de las
otras dos filas o columnas, el determinante de la matriz resultante coincide con el de la
inicial.

Q; &, a3
Sea A=|a,, a,, a, |,entonces

aSl a‘32 aSS
a, &, aztba,+ca,|l |a, &, a [, &, ba,| |a; &, /ca,
a21 a'22 a'23+baZl+C8‘22 = a‘21 a‘22 a23 + aZl a'22 baZl + a'21 a?.2 CaZZ =

a31 a32 a33 + baBl + Ca32 a31 a32 a33 a31 a‘32 baSl a3l a’32 Ca32

a; &, a3 0
=8y Ay a23=|A| 0
a3, Q3 Ay
Ejercicios:
a; &, a3
1- Si|A=la, a, a,/=6,calcula:
a3, Q3 Ay
a; &, 3313 Q3 Q3 Ay 2a11 2312 2313
a) |2A| b) |_5A| C) a-21 azz 3a23 d) 311 a12 a13 e) _a21 _azz _aza
A3 Qg 33-33 A Ay Ay > 31 %asz ;ass

4.- Determinantes de orden n.

Para calcular el determinante de una matriz cuadrada de orden n cualquiera, pueden
utilizarse dos métodos:

e Desarrollar el determinante por los elementos de una fila o columna.
e Utilizar el método de Gauss Y las propiedades de los determinantes.
Antes de desarrollar el primer método definimos los siguientes conceptos:

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama submatriz complementaria del
elemento a;; a la matriz de orden n — 1 que resulta al suprimir en A la fila i y la columna
J- Esta matriz se expresa como .

~1 3 -4

Ej. Sea A 2 0 5 [,entonces 3 -4 -1 -4 3 -4
. = : AR Oy = Ay =
J 1 5 3 21 5 3 22 1 3 y 31 0 5
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Si A es una matriz cuadrada de orden n, se llama menor complementario del elemento
a;j al determinante de la submatriz complementaria del elemento a;;, es decir, ‘aij‘.

—4
3

-1 3

3
Ej. En el ejemplo anterior, =
] JEMp |a21| ‘5 2 0

‘:29, |a33|=‘ ‘=—6

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama adjunto del elemento a;; al nimero
Ajj definido por la siguiente expresion:

Aj = (_1)i+j "aij‘

Si sustituimos cada elemento de A por su adjunto, se obtiene otra matriz que recibe el
nombre de matriz adjunta de A, y se expresa como Adj (A).

-1 3 -4
Ej.Si A=| 2 0 5 |, entonces:
1 5 3
A= (D 3‘=—25; A, = (D" 3‘=—1; Ay= (D" 5‘:10
+ 3 -4 N -1 4 . -1 3
A21=(—1)“5 3‘=—29; A, = (-1)** ) 3‘=—7; A23=(—1)“’1 5‘:8
3 -4 -1 -4 -1 3
= (=1 3+1 =15’ =(-1 3+2 =_3’ = (=1 3+3 -6
AM()OS‘ A32(>25‘ A33()20‘
-25 -1 10
Luego Adj(A)=|-29 -7 8
15 -3 -6

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, el calculo de un determinante de orden n
por los elementos de una linea (fila o columna) seré igual a la suma de los productos de
cada una de los elementos de dicha linea por sus respectivos adjuntos.

Ej. Determina el siguiente determinante:

1 2 -3 1
2 -3/ 1 1 -3 1 1 2/1 1 2 -3
25 0 3
9 2 _3 =-2:2 - 1(+52 -3 1|-0:2 11+3:2 2 -3=
2 /1 -2 1 1 -2 1/2 -2 1 2 1
1 2 1 -2

0 Las dos primeras filas iguales 0

=5 (6+2-3+3-1-12)+3-(2-12-6+6-4+6)=-25_24=—149,
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Para determinantes de Grdenes mayores que cuatro este método resulta muy laborioso.
En estos casos resulta méas facil la aplicacion del método de Gauss, que consiste en
transformar el determinante a calcular en otro de forma triangular que tendré el mismo
valor. Finalmente, recordando que el determinante de una matriz triangular coincide con
el producto de los elementos de su diagonal principal, su calculo serd inmediato.

1 0 1 - 1 01 -1 1 01 -1
1 11 1| & 01 0 2| B2 |0 1 0 2
Ej. Calcula: —Rth L7 S N FuFy
-1 2 1 - 0 2 2 -2 0 0 2 -6
0 12 1 012 1 0 02 -1
1 01 -1
010 2
=1.1.2-5=10
0 0 2 -6
0 00 5
Ejercicios:

1.- Calcula los siguientes determinantes utilizando el método de Gauss:

4 2 0 -4 40 -1 -1

1 -1 1 3 01 0 -2
a) b)

0 -2 -1 1 21 1 1

-1 4 0 2 23 2 0

2.- Halla los siguientes determinantes por el desarrollo de los elementos de una linea:

4 0 -1 -1 1 -1 -1 0
-1 0l 01 0 -2 2 -2 1 1
alo 1 3 b) c)
21 1 1 o 0 2 -
0 2 1
23 2 0 1 2 1 3

5.- Calculo de la matriz inversa.
En primer lugar hemos de tener en cuenta las dos propiedades siguientes:
e Siuna matriz cuadrada tiene inversa, su determinante es distinto de cero.

e Siuna matriz cuadrada es regular, existe su matriz inversa.

Si A es una matriz cuadrada regular, su matriz inversa es la definida por cualquiera de
las siguientes expresiones:

At == [Adj(A)] = [Adj(A )]

IN A
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Ej.
1 1 3

a) Lamatriz A=|-2 2 6 | notiene inversa, pues |A=0
3 -1 -3

1 -1
b) Sea la matriz B =( ) 4 ] Tenemos que |B|=2=3B™

Adj <B>=[‘11 fj:»[Adj(Bﬂ‘:@ ﬂ:» Bl:%-(‘z‘ 3(? }@

Ejercicios:
1.- Halla las matrices inversas de las siguientes matrices:

3 1 0 2 00
a) A=12 0 1 by B={-1 4 1
1 -1 0 1 21
1 a -1
2.- Consideremos la matriz A=|{a 1 1
0 0 2

a) ¢Para qué valores de a tendra inversa la matriz?
b) Hallala paraa=2yparaa=3

6.- Rango de una matriz.

Todas las submatrices cuadradas de una matriz de orden m x n tienen Grdenes p X p con
p<myp<n.

Llamaremos menores de orden p de una matriz A a los determinantes de las
submatrices cuadradas de A, de orden p.

3 -2 4
Ej. Dada la matriz A= (O . J , Sus menores de orden dos seran:
3 -2 3 4 -2 4
=15 =3 =-22
0 5 01 5 1

Se llama rango de una matriz A, rango (A), al orden del mayor menor no nulo de
dicha matriz.
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1 1 3
Ej. Sea la matriz de ordentres A=|-2 2 6
3 -1 -3

El orden del mayor menor es tres. Pero este menor, que coincide con el determinante de
la matriz A, es nulo. Por ello el rango no puede ser tres.

Si encontramos algiin menor de orden dos no nulo, podemos asegurar que el rango es
dos. Por ejemplo:
‘1 1

=40 = rango (A) = 2.
P go (A)

Para hallar el rango de una matriz también puede utilizarse el método de Gauss, de
forma que dicho rango coincide con el nimero de filas no nulas de la matriz triangular
obtenida.

2 0 -1

Ej. Calcular el rango de la matriz A={ -3 1 2

-1 1 1
2 0 -1 -11 1) . (-1 1 1 -1 1 1
-3 1 2|2k -31 2| —F5EH50 -2 -1|—FEES50 -2 -1
-1 1 1 2 0 -1 0 2 1 0O 0 O

El nimero de filas no nulas es dos, por tanto, rango (A) = 2.
Ejercicio:
Calcula el rango de las siguientes matrices:

5 0 -3 4
30 6 3 2 L 1o s
a)A=| 1 0 -2 b)|5 4| o d)
2 0 3 3
5 0 10 2 2
3 1 -2 0

4 3 -2
11 0
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7.- EJERCICIOS PROPUESTOS.
1.- Calcula los siguientes determinantes:

2

8 9 1 -3 8 1 a a a 2a 3a
a)‘ . 20‘ b)-9 2 0 Qla a®> 0 d)2b 4b 6b
5 1 - 0 1 a 1 1 1
2.- Resuelve las ecuaciones siguientes:
2 3 1 -3 0 -1 a 2a 2X X =X
a) 2 gzan b)lax -1 1|=6 ¢ |0 3a 2a/=1 d)|-1 0 -3-18
X 4 - 1 2a O -2 X 5
. a b
3.- Si A:(C dj y det (A) = -2, calcula:
: @
2a
a) |—A| b) 5 ‘ c) d) |3A|
c d
3 3
—c —d
2 2

4.- Encuentra las matrices adjuntas de las siguientes:

s 12 1 -1

a) A= b)B=|0 3 0
11 -13

-1 -2 -3

5.- Calcula los siguientes determinantes utilizando el desarrollo por los elementos de
una linea.

11 2 1 -2 3 8 -10
2 3 -1 ~la -a 0 1 -1 8 0 -2 0 1
a5 0 -7 Db)lo 2 -3 o d)
1 0 1 -1 7 4 -2 0
0 14 0 1 a 2
0 3 1 4 4 6 3 0

6.- Sea A = (a;) una matriz de orden tres, cuyos elementos vienen dados por la
expresion ajj = 2i + j — 4. Calcula su determinante.

7.- Sea A = (@) una matriz de orden cuatro, cuyos elementos vienen dados por la
expresion aj; = 2i —j. Calcula su determinante.

8.- Comprueba, sin desarrollarlo, que el siguiente determinante es maltiplo de 30.

2 -3 25
18 9 20
14 6 5
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9.- Halla la inversa de las siguientes matrices, utilizando sus determinantes.

. 1 0 -1 3 3 -1
a)A:(4 3] b)B=|-1 3 2 C=|-1 4 4
3 8 6 5 -1 5

10.- Utilizando el método de Gauss, halla el rango de las siguientes matrices:

2 353
1 2 0 -7
1 -2 5 -1 0 2 3
a) A= byB=|{3 -5 1 8 c)C-=
3 0 14 3 46 3
3 4 6 2
0 1 3 4
11.- Calcula por determinantes el rango de las siguientes matrices:
e 1 0 -4 1 3 2 4
a)A=(2 4} b)B=|-5 6 -7 c)C=|1 4 3 5
10 8 -2 1 -5 -6 -4

12.- Utilizando las propiedades de los determinantes demuestra que:

b+c 1 a
c+a 1 b|=0
a+b 1 ¢

13.- Calcula, sin desarrollar, el determinante;

a b+a b
a c+a ¢
b c+b c

14.- Determina para que valores de a es regular la siguiente matriz:

1 -2 3
3 -3 a
2 4 0
1 1 t
15.- Dada lamatriz A=| t 0 -1/, halla los valores de t para los cuales A no
-6 -1 0

tiene inversa.
. 1 2 1 -1
16.- Sean las matrices: A = yB=
2 3 0 1

a) Calcula la matriz inversa de AB.

............ eI T
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b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ;Qué relacion existe entre la
matriz del apartado anterior y esta matriz?

17.- Calcula los siguientes determinantes:

2 -2 3 9 1 -3
3ax —X 2ac 4ab
a) | , ) b)-8 0 -6 c ) djo 7 14
2a° a 4 2 5 —-c° 3cb 1 6 0

18.- Resuelve las siguientes ecuaciones:
5 1 a 1
X X
]Jzo b)la -3 1=-7
4 X+
-7 0 3

19.- Halla el determinante de A utilizando el desarrollo por los elementos de la linea
mas conveniente.

|

w
o o ~ O
N W NN

0
-2

=

R N~ N O
=

R O O o

w N o

o

21.- Busca el valor de a para que la siguiente matriz tenga rango dos:

1 -2 3
A=|2 4 0
3 -3 a
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