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Programacion lineal

1.- Origen de la programacion lineal

En los siglos XVII y XVIII, grandes matematicos como Newton, Leibnitz, Bernouilli y, sobre
todo, Lagrange, que tanto habian contribuido al desarrollo del cdlculo infinitesimal, se
ocuparon de obtener maximos y minimos condicionados de determinadas funciones.

Posteriormente el matematico frances Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) fue el
primero en intuir, aunque de forma imprecisa, los métodos de lo que actualmente llamamos
programacion lineal y la potencialidad que de ellos se deriva.

Si exceptuamos al matematico Gaspar Monge (1746-1818), quien en 1776 se interesd por
problemas de este género, debemos remontarnos al afio 1939 para encontrar nuevos estudios
relacionados con los métodos de la actual programacion lineal. En este afio, el matematico
ruso Leonodas Vitalyevich Kantarovitch publica una extensa monografia titulada Métodos
matemadticos de organizacion y planificacion de la produccion en la que por primera vez se
hace corresponder a una extensa gama de problemas una teoria matematica precisa y bien
definida llamada, hoy en dia, programacion lineal .

En 1941-1942 se formula por primera vez el problema de transporte, estudiado
independientemente por Koopmans y Kantarovitch, razén por la cual se suele conocer con el
nombre de problema de Koopmans-Kantarovitch.

Tres afios mas tarde, G. Stigler plantea otro problema particular conocido con el nombre de
régimen alimenticio optimal.

En estos afios posteriores a la Segunda Guerra Mundial, en Estados Unidos se asumié que la
eficaz coordinacién de todas las energias y recursos de la nacién era un problema de tal
complejidad, que su resolucién y simplificacion pasaba necesariamente por los modelos de
optimizacidn que resuelve la programacion lineal.

Paralelamente a los hechos descritos se desarrollan las técnicas de computaciéon y los
ordenadores, instrumentos que harian posible la resolucion y simplificacion de los problemas
que se estaban gestando.

En 1947, G.B. Dantzig formula, en términos matematicos muy precisos, el enunciado estandar
al que cabe reducir todo problema de programacién lineal. Dantzig, junto con una serie de
investigadores del United States Departament of Air Force, formarian el grupo que dio en
denominarse SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs).



*— Dto. de Matematicas

Una de las primeras aplicaciones de los estudios del grupo SCOOP fue el puente aéreo de
Berlin. Se continud con infinidad de aplicaciones de tipo preferentemente militar.

Hacia 1950 se constituyen, fundamentalmente en Estados Unidos, distintos grupos de estudio
para ir desarrollando las diferentes ramificaciones de la programacién lineal. Cabe citar, entre
otros, Rand Corporation, con Dantzig, Orchard-Hays, Ford, Fulkerson y Gale, el departamento
de Matematicas de la Universidad de Princenton, con Tucker y Kuhn, asi como la Escuela
Graduada de Administracién Industrial, dependiente del Carnegie Institute of Technology , con
Charnes y Cooper.

Los fundamentos matemdticos de la programacion lineal se deben al matematico
norteamericano de origen hungaro Janos von Neuman (1903-1957), quie en 1928 publicé su
famoso trabajo Teoria de Juegos. En 1947 conjetura la equivalencia de los problemas de
programacion lineal y la teoria de matrices desarrollada en sus trabajos. La influencia de este
respetado matematico, discipulo de David Hilbert en Gotinga y, desde 1930, catedratico de la
Universidad de Princenton de Estados Unidos, hace que otros investigadores se interesaran
paulatinamente por el desarrollo riguroso de esta disciplina.

En 1858 se aplicaron los métodos de la programacion lineal a un problema concreto: el cdlculo
del plan dptimo de transporte de arena de construccion a las obras de edificacion de la ciudad
de Moscu. En este problema habia 10 puntos de partida y 230 de llegada. El plan dptimo de
transporte, calculado con el ordenador Strena en 10 dias del mes de junio, rebajé un 11% los
gastos respecto a los costes previstos.

Se ha estimado, de una manera general, que si un pais subdesarrollado utilizase los métodos
de la programacién lineal, su producto interior bruto (PIB) aumentaria entre un 10 y un 15% en
tan sélo un afio.

La programacion lineal hace historia: El puente aéreo de Berlin

En 1946 comienza el largo periodo de la guerra fria entre la antigua Unién Soviética (URSS) y
las potencias aliadas (principalmente, Inglaterra y Estados Unidos). Uno de los episodios mas
Ilamativos de esa guerra fria se produjo a mediados de 1948, cuando la URSS bloqueé las
comunicaciones terrestres desde las zonas alemanas en poder de los aliados con la ciudad de
Berlin, iniciando el bloqueo de Berlin. A los aliados se les plantearon dos posibilidades: o
romper el bloqueo terrestre por la fuerza, o llegar a Berlin por el aire. Se adopté la decisién de
programar una demostracidon técnica del poder aéreo norteamericano; a tal efecto, se
organizé un gigantesco puente aéreo para abastecer la ciudad: en diciembre de 1948 se
estaban transportando 4500 toneladas diarias; en marzo de 1949, se llegé a las 8000
toneladas, tanto como se transportaba por carretera y ferrocarril antes del corte de las
comunicaciones. En la planificacion de los suministros se utilizé la programacion lineal. (El 12
de mayo de 1949, los soviéticos levantaron el bloqueo).
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2.- ¢Qué es la programacion lineal?

En infinidad de aplicaciones de la industria, la economia, la estrategia militar, etc. se presentan
situaciones en las que se exige maximizar o minimizar algunas funciones que se encuentran
sujetas a determinadas limitaciones, que llamaremos restricciones.

Para hacernos una idea mas clara de estos supuestos, veamos dos ejemplos:
Ejemplo 1: Problema de maximos

En una granja se preparan dos clases de piensos, P y Q, mezclando dos productos A y B. Un
saco de P contiene 8 kg de Ay 2 de B, y un saco de Q contiene 10 kg de Ay 5 de B. Cada saco de
P se vende a 3 €. y cada saco de Q a 8 €. Si en la granja hay almacenados 80 kg de Ay 25 de B,
écudntos sacos de cada tipo de pienso deben preparar para obtener los mdximos ingresos?

Ejemplo 2: Problema de minimos

Una campafia para promocionar una marca de productos Idcteos se basa en el reparto gratuito
de yogures con sabor a limén o a fresa. Se decide repartir al menos 30000 yogures.
Cada yogur de limdn necesita para su elaboracion 0.5 gramos de un producto de fermentacion
y cada yogur de fresa necesita 0.2 gramos de este mismo producto. Se dispone de 9 kilogramos
de este producto para fermentacion.

El coste de produccion de un yogur de limdn es de 0.3 € y 0.2 € uno de fresa.

En los dos ejemplos descritos estd claro que tanto la cantidad que deseamos maximizar como
la cantidad que deseamos minimizar podemos expresarlas en forma de ecuaciones lineales.
Por otra parte, las restricciones que imponen las condiciones de ambos problemas se pueden
expresar en forma de inecuaciones lineales.

Tratemos de plantear en términos matematicos los dos ejemplos anteriores:

1) Si designamos por x al nimero de sacos de pienso de clase P y por y el nimero de sacos de
pienso de clase Q que se han de vender, la funcidn: Z = 3x + 8y representard la cantidad de €
obtenidas por la venta de los sacos, y por tanto es la que debemos maximizar.
Podemos hacer un pequefio cuadro que nos ayude a obtener las restricciones:

@kgdeA kg de B
?x: 8x 2X
Qlly |[ 20y | s
[ %80 || 225

|
|

Por otra parte, las variables x e y, |6gicamente, han de ser no negativas, por tanto: x 20,y =0
Conjunto de restricciones:

8x + 10y =80

2x + 5y =25
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2) Si representamos por x el nUmero de yogures de limdn e y al nimero de yogures de fresa, se
tiene que la funcion de coste es:

Z=0.30x + 0.20y.

Por otra parte, las condiciones del problema imponen las siguientes restricciones:
e DenUmero:x+y =80
e De fermentacién: 0.5x + 0.2y = 9000
e Lasvariables x e y han de ser, légicamente, no negativas; es decir: x 20,y 20

Conjunto de restricciones:
X+y =80
0.5x + 0.2y =9000
x =0,y =20

En definitiva:

Se llama programacion lineal al conjunto de técnicas matematicas que pretenden resolver la
situacion siguiente:

Optimizar (maximizar o minimizar) una funcion objetivo, funcion lineal de varias variables,
sujeta a una serie de restricciones, expresadas por inecuaciones lineales.

Un problema de programacion lineal en dos variables, tiene la siguiente formulacion estandar:

Maximizar z= fix, y} =ax+hy+tc
sujeto a: ax+ by < ey
asx+bay = 3

ax+b,v=cn
pudiendo cambiarse maximizar por minimizar, y el sentido de las desigualdades.
En un problema de programacién lineal intervienen:

e La funcién f(x, y) = ax + by + c llamada funcion objetivo y que es necesario optimizar.
En esa expresidon x e y son las variables de decisiéon, mientras que a, b y ¢ son
constantes.

e Las restricciones que deben ser inecuaciones lineales. Su nimero depende del
problema en cuestién. El caracter de desigualdad viene impuesto por las limitaciones,
disponibilidades o necesidades, que son: inferiores a ... ( menores: < 0 =); como
minimo de ... (mayores: > 0 £) . Tanto si se trata de maximizar como de minimizar, las
desigualdades pueden darse en cualquiera de los dos sentidos.

e Al conjunto de valores de x e y que verifican todas y cada una de las restricciones se lo
denomina conjunto (o region) factible. Todo punto de ese conjunto puede ser
solucion del problema; todo punto no perteneciente a ese conjunto no puede ser
solucion. En el apartado siguiente veremos como se determina la region factible.

............ eI I s
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e La solucion éptima del problema sera un par de valores (x,, ¥o) del conjunto factible
gue haga que f(x, y) tome el valor maximo o minimo.

En ocasiones utilizaremos las siglas PPL para indicar problema de programacion lineal.

3.- Determinacion de la region factible

La solucidn de un problema de programacion lineal, en el supuesto de que exista, debe estar
en la regidn determinada por las distintas desigualdades. Esta recibe el nombre de regién
factible, y puede estar o no acotada.

v |4

>: f;

] H'T‘* X / X

Region factible acotada Region factible no acotada

La region factible incluye o no los lados y los vértices, segin que las desigualdades sean en
sentido amplio (= o £) o en sentido estricto (< 0 >).

Si la regidn factible esta acotada, su representacion grafica es un poligono convexo con un
numero de lados menor o igual que el nimero de restricciones.

El procedimiento para determinar la regidn factible es el siguiente:

1) Se resuelve cada inecuacién por separado, es decir, se encuentra el semiplano de
soluciones de cada una de las inecuaciones.

e Se dibuja la recta asociada a la inecuacién. Esta recta divide al plano en dos regiones o
semiplanos

e Para averiguar cual es la regién valida, el procedimiento practico consiste en elegir un
punto, por ejemplo, el (0,0) si la recta no pasa por el origen, y comprobar si las
coordenadas satisfacen o no la inecuacién. Si lo hacen, la regién en la que esta ese

punto es aquella cuyos puntos verifican la inecuacion; en caso contrario, la region
vélida es la otra.

2) La region factible esta formada por la interseccidon o region comtn de las soluciones de
todas las inecuaciones.

Como sucede con los sistemas de ecuaciones lineales, los sistemas de inecuaciones lineales
pueden presentar varias opciones respecto a sus soluciones: puede no existir solucién, en el
caso de que exista el conjunto solucidn puede ser acotado o no.
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Veamoslo con un ejemplo:

Dibuja la region factible asociada a las restricciones:

X+y Z4

y =4

y £x

Las rectas asociadasson:r:x+y=4;s:y=4;t:y=x

Elegimos el punto O (0,0), que se encuentra
en el semiplano situado por debajo de la
recta. Introduciendo las coordenadas (0,0) en
la inecuacién x + y 24, vemos que no la
satisface: 0 + 0 = 0 < 4. Por tanto, el conjunto
de soluciones de la inecuacidon es el
semiplano situado por encima de la recta
rrx+y=4.

T t

A /-

(LmN

I

La recta t asociada a la restriccion pasa por el
origen, lo cual significa que si probasemos
con el punto O (0,0) no llegariamos a ninguna
conclusién. Elegimos el punto (1,0) y vemos
que no satisface la inecuacién y Z£x
(y=0<1-=x). Por tanto, el conjunto
solucion de esta inecuacion es el semiplano
determinado por la recta t que no incluye al

punto (1, 0).

ED,DJ| —_— =

Procedemos como en el paso anterior. Las
coordenadas (0,0) satisfacen la inecuacion
y =4 (0 =4). Por tanto, el conjunto de
soluciones de la inecuacion es el semiplano
que incluye al punto O.

T t
\' Z
1 3£
\I’

La region factible estd formada por los
puntos que cumplen las tres restricciones, es
decir, se encuentran en los tres semiplanos
anteriores.



*— Dto. de Matematicas

4.- Método grafico o de las rectas de nivel.

Las rectas de nivel dan los puntos del plano en los que la funcién objetivo toma el mismo
valor.

Si la funcidn objetivo es f(x, y) = ax + by + ¢, la ecuacion de las rectas de nivel es de la forma:
ax+by+c=0 <> ax+by=k

Variando k (o p) se obtienen distintos niveles para esas rectas y, en consecuencia, distintos
valores para f(x, y).

En un problema todas las rectas de nivel son paralelas, pues los coeficientes a y b de la recta
ax + by = k son los que determinan su pendiente. Por tanto, si k; es distinto de k,, las rectas
ax + by = k; y ax + by = k, son paralelas. Luego, trazada una cualquiera de esas rectas, las
demas de obtienen por desplazamientos paralelos a ella.

Si lo que se pretende es resolver un problema de programacién lineal, los Unicos puntos que
interesan son los de la region factible, y las Unicas rectas de nivel que importan son aquellas
que estan en contacto con dicha region. Como el nivel aumenta (o disminuye) desplazando las
rectas, el maximo (o el minimo) de f(x,y) se alcanzara en el dltimo (o en el primer) punto de
contacto de esas rectas con la region factible.

Veamos ahora como se aplica todo esto a la resolucion de un problema de programacién
lineal:

Maximizar Z=f(x,y)=x+y

sujetoa: 0%x =4

1) Representamos la region factible:

e la recta s: x = 4 pasa por el punto (4,0) y es paralela al eje Y. Las soluciones de
0 =x =4 son los puntos entre el eje Yy la recta x = 4

e la recta r: y = 4 pasa por el punto (0,4) y es paralela al eje X. Las soluciones de
0 =y =4 son los puntos entre el eje Xy larectay = 4

e Llarectat: y = x/2 pasa por los puntos (0,0) y (2,1) . Las soluciones de y £x /2 son los
puntos de su izquierda.

Resolviendo los sistemas correspondientes calculamos los vértices de la region factible:
{y=x/2,x=0}nos da el vértice O(0,0)
{x=4,y=x/2}nos da el vértice A(4,2)

{x=4,y=4}nos da el vértice B(4,4)
{y=4,x=0}nos da el vértice C(0,4)
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2) Representamos las rectas de nivel:

En nuestro caso son rectas de la forma x + y = k. Inicialmente representamos Z = x + y = 0.
Trasladandola hacia la derecha, obtenemos las rectas: x +y =2, x +y =4, x + y = 8, es decir
aumenta el nivel.

3) Obtenemos la solucién éptima:

Se obtiene en el punto de la regién factible que hace maximo k. En nuestro caso esto ocurre en
el punto B; es el ultimo punto de contacto de esas rectas con la regién factible, para el que
k=8.

Tl

I'I: -

Si hay dos vértices, P y Q, que se encuentran en la misma recta de nivel, de ecuacién
ax + by = k .Es evidente que todos los puntos del segmento PQ son de esa recta; por tanto,
en todos ellos f(x,y) vale k. Asi pues, la solucion 6ptima es cualquier punto de esa recta; en
particular los vértices Py Q.

5.- Método analitico o Método de los vértices.

El siguiente resultado, denominado teorema fundamental de la programacion lineal, nos
permite conocer otro método de solucionar un programa con dos variables.

En un programa lineal con dos variables, si existe una solucion tnica que
optimice la funcion objetivo, ésta se encuentra en un punto extremo
(vértice) de la region factible acotada, nunca en el interior de dicha
region.

Si la funcion objetivo toma el mismo valor éptimo en dos vértices,
también toma idéntico valor en los puntos del segmento que
determinan.

En el caso de que la region factible no es acotada, la funcién lineal
objetivo no alcanza necesariamente un valor éptimo concreto, pero, silo
hace, éste se encuentra en uno de los vértices de la region.

La evaluacién de la funcidon objetivo en los vértices de la regién factible nos va a permitir
encontrar el valor éptimo (mdaximo o minimo) en alguno de ellos.
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Veamoslo con un ejemplo:
Maximizar Z = f(x,y) = 3x + 8y
sujetoa:  4x+5y =40
2x+ 5y =30

x 20,y 20

1) Hallar los puntos de corte de las rectas asociadas a las restricciones:

Calculamos las soluciones de cada uno de los seis sistemas de dos ecuaciones con dos
incognitas que se pueden formar con las cuatro restricciones:

{4x + 5y = 40, 2x + 5y = 30}. Solucién A (5,4) {4x+ 5y =40, x=0 }Soluciéon: B (0,8)
{4x + 5y = 40, y = 0}. Solucién: C (10,0) {2x+ 5y =30, x = 0} Solucién: D (0,6)

{2x + 5y = 30, y = 0}. Solucion : E (15,0) {x=0,y=0}Solucion: O (0,0)

2) Determinar los vértices de la region factible:
Los vértices de la regidn factible son aquellos puntos que cumplen todas las restricciones.
Si sustituimos los puntos en cada una de las desigualdades tenemos que:

e B no cumple la segunda restriccién 2x + 5y =30, ya que 2-0 + 5-8 = 40. Por tanto, el
punto B no es un vértice de la regién factible.

e E no cumple la primera restriccién 4x + 5y =40, ya que 4-15 + 5-0 = 60. Por tanto, el
punto E no es un vértice de la region factible.

Los puntos A, C, D y O verifican todas las desigualdades, son los vértices de la regidn factible.

3) Calcular los valores de la funcién objetivo en los vértices:

f(A) =f(5,4) =3-5+8-4=47 f£(C)=1(10,0)=3-10 +8-0=30

f(D) =f(0,6) =3-0+8-6=48 f(0)=1(0,0)=3-0+80=0

La solucidn dptima corresponde al vértice para el que la funcidon objetivo toma el valor
maximo. En este caso es el vértice D (0,6).

6.- Esquema practico

Los problemas de programacion lineal pueden presentarse en la forma estandar, dando la
funcidén objetivo y las restricciones, o bien plantearlos mediante un enunciado. Si éste es el
caso, puede seguirse el camino que indicamos a continuacion, ejemplificado con el siguiente
problema:
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En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se han de
tener almacenados un minimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y,
ademds, el numero de bidones de aceite de oliva no debe ser inferior a la mitad del nimero de
bidones de aceite de girasol. La capacidad total del almacén es de 150 bidones. Sabiendo que el
gasto de almacenaje es el mismo para los dos tipos de aceite (1 unidad monetaria). é Cudntos
bidones de cada tipo habrd que almacenar para que el gasto sea mdximo?

Obs: Puede parecer algo absurdo maximizar los gastos, pero se ha enunciado de esta forma
para que el ejemplo sea lo mas completo posible.

Paso 12: Leer detenidamente el enunciado: determinar el objetivo, definir las variables y
escribir la funcion objetivo.

El objetivo es: halla cudntos bidones de cada tipo hay que almacenar para maximizar los gastos

Suponemos que tal objetivo se consigue almacenado x bidones de aceite de girasol e y de
aceite de oliva

Cdémo cada biddn de aceite de girasol cuesta almacenarlo 1 unidad monetaria y lo mismo para
uno de aceite, los gastos serdn x +y

Luego, la funcién objetivo es:

Maximizar la funcion Z = f(x,y) =x+y

Paso 22: Reordenar los datos del problema y a partir de las cantidades decididas, x e v,
escribir el sistema de inecuaciones que determinan las restricciones.

e Un minimo de 20 bidones de aceite de girasol: x =20

e Un minimo de 40 bidones de aceite de oliva: y =40

e El numero de bidones de aceite de oliva no debe ser inferior a la mitad del nimero de
bidones de aceite de girasol: y Zx/2

e La capacidad total del almacén es de 150 bidones: x +y =150

Ademas, los nimeros de bidones deben ser cantidades positivas: x Z0;y =0

Obs.: Como veremos en ejemplos posteriores en algunas ocasiones puede interesar utilizar
una tabla para recopilar toda la informacidn y hacer los dos primeros apartados

Paso 32: Expresar el problema en la forma estandar.
Siguiendo con el ejemplo, seria:
Maximizar:Z=f(x, y) =x+y
sujetoa: x+y =150
y =x/2

X 220;y =40

Aqui termina el planteamiento del problema. Para su resolucién hay que continuar con:

10
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Paso 492: Representar graficamente las

restricciones y marcar claramente la v
region factible. x=20
Para las restricciones anteriores debemos
representar las rectas: x +y = 150, y = x/2, 150 rectas de
x = 20 e y = 40, obteniéndose la regién D mivel
factible que en la figura se encuentra
coloreada. 100 % x
Paso 52: Hallar las coordenadas de los ¥ 2
vértices del poligono obtenido.
0T y =40

Resolviendo los sistemas:{ x =20,y =40},

{y=x/2,y=40}, {y=x/2,x+y =150}, A B
{ x + y = 150, x = 20}; se obtienen los Z X

vértices: A(20,40) , B(80,40) , C(100, 50) , T 2
D(20,130). 50 100 15
Paso 69: Sustituir las coordenadas de x+y= 150

esos puntos en la funcién objetivo y hallar
el valor mdximo o minimo.

Sustituyendo en f(x, y) = x + y, se tiene:
f(20, 40) = 60, f(80, 40) = 120, f(100, 50) = 150, f(20, 130) = 150

Como el valor méximo se obtiene en los puntos Cy D, puede optarse por cualquiera de los dos,
o por cualquier punto perteneciente al segmento que los une. Asi, por ejemplo, se obtendria el
mismo gasto con 40 bidones de aceite girasol y 110 bidones de aceite de oliva; o 90 y 60
respectivamente.

Paso 72: También es conveniente representar las rectas de nivel para comprobar que la
solucion grafica coincide con la encontrada. Esta conveniencia se convierte en necesidad
cuando la regién factible es no acotada.

En nuestro caso, puede comprobarse que las rectas de nivel tienen la misma pendiente que la
recta limite de la restriccién x + y = 150; por tanto, hay multiples soluciones.

Paso 82: Por ultimo, como en la resolucién de todo problema es necesario criticar la
solucion: cerciorarse de que la solucién hallada es ldgica y correcta.

En este ejemplo, no todos los puntos del segmento CD son soluciones validas, ya que no
podemos admitir valores de x e y no enteros, como ocurriria en el punto (90.5, 59.5).

Obs.: Si un problema en la forma estandar no indica que se debe realizar por el método
analitico o grafico, seguiremos para su resolucidn los pasos del 42 al 82.

11
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7.- Tipos de soluciones

Los programas lineales con dos variables suelen clasificarse atendiendo al tipo de solucién
que presentan. Estos pueden ser:

Si existe el conjunto de soluciones o valores que satisfacen las restricciones. A su

Factibles ,
vez, pueden ser:

Con solucidn
Unica

En una urbanizacion se van a
construir casas de dos tipos: A y B.
La empresa constructora dispone
para ello de un mdximo de 1800
millones de pesetas, siendo el coste
de cada tipo de casa de 30 y 20
millones, respectivamente. El
Ayuntamiento exige que el numero
total de casas no sea superior a 80.
Sabiendo que el beneficio obtenido
por la venta de una casa de tipo A "“I :
es 4 millones y de 3 millones por () [l\'\ ™
una de tipo B, dcudntas casas
deben construirse de cada tipo para
obtener el mdximo beneficio?

e Variables: x = n2 de casas tipo A ; y = n2 de casas tipo B
e Funcion objetivo: Maximizar Z = f(x, y) = 4x + 3y

e Conjunto de restricciones: El coste total 30x + 20y =1800. El
Ayuntamiento impone x + y = 80. De no negatividad: x 20,y £0.

Tiene por region factible la regién coloreada.

Si hallamos los valores de la funcién objetivo en cada uno de los vértices :
f(O) = f(0,0) = 0 ; f(C)=f(60,0) = 240 ;f(D) = f(20,60) = 260 ; f(E) = f(0,80) = 240
La solucién es Unica, y corresponde al vértice para el que la funcién objetivo toma
el valor maximo. En este caso es el vértice D(20,60). Por tanto se deben construir
20 casas de tipo Ay 60 de tipo B con un coste de 260 millones de pesetas.

Con solucion Si existe mas de una
multiple o] [T ] T T SR

Maximizar la funcién Z = f(x, y) = 4x + 2y sujeta a las restricciones 2x +y =4,
X-y=1,x 20,y =0.

12
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No
factibles

Los valores de la funcidn objetivo en cada
uno de los vértices son:

f(0)=f(0,0) =0, f(A) =f(1,0)=4;
f(B)=f(5/3,2/3) =8, f(C)=f(0,4) =8

La funcidn objetivo alcanza el valor maximo
en los vértices By C, por tanto, en todos los
puntos del segmento BC.

Hay infinitas soluciones, solucion multiple,
que corresponden a los puntos del
segmento situado entre dos vértices de la
region factible.

En estos casos, como ya vimos en el capitulo
anterior, la funcidn objetivo es paralela a
una de las restricciones.

Con soluciéon no
acotada

Maximizar la funcion Z = f(x,y) =x +y
sujeta a las restriccionesy =2x,y =
x/2.

T

Tiene por regidn factible la zona
coloreada que aparece en la figura,
gue es una regidn no acotada.

La funcién crece indefinidamente para
valores crecientes de x e y.

En este caso no existe un valor
extremo para la funcién objetivo, por

O

/ A IEI*-..

Cuando no existe limite para la funcién objetivo

y=2dx S

Z aymenta

i

lo que puede decirse que el problema
carece de solucion.

7

TEER

Para que suceda esta situacion la region factible debe estar no acotada.

Cuando no existe el conjunto de soluciones que cumplen las restricciones, es

decir, las restricciones son inconsistentes.

Maximizar la funcion Z = f(x,y) = 3x + 8y
sujeta a las restricciones x +y =6, x+y
=2,x 20,y 20.

No existe la regidn factible, ya que las
zonas coloreadas que aparecen en la
figura son Unicamente soluciones de
alguna de las inecuaciones.

Por tanto, el conjunto de soluciones del
sistema de desigualdades no determina
ninguna region factible.

Este tipo de problemas carece de
solucién.

.lEI:FF
x
X+ v=h
WJx sl
Y
x+y22 x+yEa

13
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8.- Ejercicios resueltos.

1) Se considera la regidon del plano determinada por las inecuaciones:

x+3 2y; 8 Zx+y;y Zx-3;x 20;y 20

a) Dibujar la region del plano que definen, y calcular sus vértices.

b) Hallar el punto de esa regidn en el que la funcidn F(x, y) = 6x + 4y alcanza el valor maximo
y calcular dicho valor.

a) Hay que dibujar la regidn factible correspondiente. Para ello vamos a representar las rectas:
X-y=-3;x+y=8;x-y=3
La regidn factible es la determinada por los vértices O, A, B, Cy D.

Las coordenadas de los vértices son: A(3,0) ; B(5.5, 2.5) ; C(2.5, 5.5) ; D(0,3) y 0(0,0)
x+y=28

x-w=3

b) Para determinar dénde la funcién objetivo F(x, y) = 6x + 4y alcanza su maximo, calculamos
los valores que toma en los vértices:

F(A) = 18; F(B) = 43; F(C) =37; F(D) = 12; F(O) = 0.

Luego la funcidn alcanza su maximo en el vértice B y su valor es 43.

2)Las restricciones pesqueras impuestas por la CEE obligan a cierta empresa a pescar como
maximo 2.000 toneladas de merluza y 2.000 toneladas de rape, ademas, en total, las
capturas de estas dos especies no pueden pasar de las 3.000 toneladas. Si el precio de la
merluza es de 10 €/kg y el precio del rape es de 15 €/kg, équé cantidades debe pescar para
obtener el maximo beneficio?

Sean:
X = numero de toneladas de merluza
y = numero de toneladas de rape

Del enunciado deducimos las restricciones:
e Como mdximo 2000 toneladas de merluza: x = 2000
e Como mdximo 2000 toneladas de rape: y =2000

e Las capturas de estas dos especies no pueden pasar de las 3000 toneladas:
X +y =3000

14
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La funcidn objetivo que da el beneficio en miles de euros y que hay que maximizar viene dada
por:
f(x, y) = 10x + 15y

Representando las rectas: x = 2000, y = 2000, x + y = 3000 correspondientes a las fronteras de
las restricciones obtenemos la regidn factible:

by 3= 2000
D C =2000
B
\ ]
0 A
-+ = 2000

Donde los vértices obtenidos son:
A(2000,0) ; B(2000, 1000) ; C(1000, 2000) , D(0,2000) y O(0,0)

Al sustituir sus coordenadas en la funcion objetivo f resulta:
f(A) = 20000 €. ; f(B) = 35000 €; f(C) = 40000 € ; f(D) = 30000 € y f(0)=0 €.

La funcién objetivo alcanza su maximo en el vértice C, por lo que las cantidades a pescar son
1000 toneladas de merluza y 2000 toneladas de rape.

3) Dos pinturas A y B tienen ambas dos tipos de pigmentos p y g; A estda compuesto de un
30% de p y un 40% de q, B esta compuesto de un 50% de p y un 20% de q, siendo el resto
incoloro. Se mezclan A y B con las siguientes restricciones:
La cantidad de A es mayor que la de B. Su diferencia no es menor que 10 gramos y no supera
los 30 gramos. B no puede superar los 30 gramos ni ser inferior a 10 gramos.

a) éQué mezcla contiene la mayor cantidad del pigmento p?
b) éQué mezcla hace g minimo?

Sean x e y, respectivamente, los gramos de las pinturas A y B que aparecen en la mezcla.
Traduzcamos a inecuaciones las restricciones a las
gue se han de someter esas cantidades.

e La cantidad de A es mayor que la de B:
x>y

e Sudiferencia no es menor que 10 gramos y
no supera los 30 gramos: 30 Zx -y £10

e B no puede superar los 30 gramos ni ser
inferior a 10 gramos: 30 =y =10

Ademas sabemos que: x =0,y =0.
Veamos las cantidades de pigmento de cada tipo:

Cantidad de pigmento de tipo p: F, (x, y) = 0.3x + 0.5y

o T
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Cantidad de pigmento de tipo q: F4(x, y) = 0.4x + 0.2y
La regidn factible es la que aparece en la imagen del margen.

Sus vértices son A(20,10) , B(40,10), C(60,30) y D(40,30)

a) La mayor cantidad de pigmento p, se produce para 60 gramos de la pintura Ay 30 de la B:
F, (40,30) = 0.3-40 + 0.5-30 = 27; F, (20,10) = 11; F, (40, 10) = 17; F, (60, 30) = 33

b) La menor cantidad de pigmento g, se produce para 20 gramos de la pintura Ay 10 de la B:
Fq (40, 30) = 0.4-40 + 0.2-30 = 22; F, (20, 10) = 10; F, (40, 10) = 18 ; F, (60, 30) = 30

4) Problema del transporte

Una empresa dedicada a la fabricacién de componentes de
ordenador tiene dos fabricas que producen, respectivamente,
800y 1500 piezas mensuales. Estas piezas han de ser
transportadas a tres tiendas que necesitan 1000, 700 y 600
piezas, respectivamente. Los costes de transporte, en € por pieza
son los que aparecen en la tabla adjunta. ¢Coémo debe
organizarse el transporte para que el coste sea minimo?

Tienda A Tienda B Tienda C
Fabrical 3 7 1
Fabrica ll 2 2 6

En este tipo de problemas se exige que toda la produccion sea
distribuida a los centros de ventas en las cantidades que precisa
cada uno; por tanto, no pueden generarse stocks del producto ni
en las fabricas ni en los centros de ventas.

En consecuencia, los 800 articulos producidos en la fabrica |
deben distribuirse en las cantidades x, y, za A, By C, de manera
que x +y +z = 800. Pero, ademas, si desde | se envian x unidades
a A, el resto, hasta las 1000 necesarias en A, deben ser enviadas
desde la fabrica Il; esto es, 1000 - x unidades seran enviadas
desde Il a A.

Un problema particular que
se resuelve con los
procedimientos de la
programacion lineal es la
situacion conocida como
problema del transporte o
problema de la distribucidn
de mercancias.

Se trata de encontrar los
caminos para trasladar
mercancia, desde varias
plantas (origenes) a
diferentes centros de
almacenamiento (destinos),
de manera que se minimice
el costo del transporte.

Para que un problema
pueda ser resuelto por el
método del transporte debe
cumplir:

1) La funcion objetivo y las
restricciones deben ser
lineales.

2) El total de unidades que
salen en origen debe ser
igual al total de unidades
que entran en destino.
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En la siguiente tabla de distribucidn se resume lo dicho:

Envios alatienda A (1000) | a la tienda B (700) | a la tienda C (600)
Desde la fabrica | ( 800) X y 800-x-y
Desde la fabrica Il (1500) 1000 - x 700 -y x+y-200

La ultima columna la hemos obtenido de la siguiente forma:
Como x +y +z =800, se tiene que z=800 - x - y, de donde, 600 - z =600 - (800 - x - y) =
x +y-200.

Ahora bien, todas las cantidades anteriores deben ser mayores o iguales que cero. Por tanto,
se obtienen las siguientes desigualdades:

X 20;1000-x Z0;y =0;700-y =0;800-x-y =0;x+y-200 =0
Simplificando las desigualdades anteriores, se obtienen las siguientes inecuaciones:
1000 Zx 20;700 2y £0;800 Zx+y =0

Recordemos que nuestro objetivo es abaratar al maximo los costes de transporte. Estos costes
se hallan multiplicando las cantidades enviadas a desde cada fabrica a cada tienda por los
respectivos costes de transporte unitario.

Se obtiene:

Z="1(x, y) =3x+2(1000 - x) + 7y + 2(700 - y) + (800 - x - y) + 6(x + y - 200) = 6x + 10y + 3000
En definitiva, el programa lineal a resolver es:
Minimizar:Z = 6x + 10y + 3000
sujeto a: 1000 Zx 20
700 £y =0
800 Zx+y =0
La regidn factible se da en la imagen del margen.
Sus vértices son A(200,0) ; B(800,0) ; C(100,700) ; D(0,700) y E(0,200).

El coste, el valor de Z en cada uno de esos puntos, es:

e enA, 4200 )
T Kien)

e enB, 7800 ¥ = 1000
S

° en C, 10600 D .,jr = T"l:ll:l

e enD, 10000 .
64 C

e enkE, 5000

El minimo se da en A, cuando x =200 ey = 0. | x+y =800

Luego, las cantidades a distribuir son:

17
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Envios alatienda A (1000)

a la tienda B (700)

a la tienda C (600)
Desde la fabrica | ( 800) 200 0 600
Desde la fabrica Il (1500) 800 700 0

5) Problema de la dieta

En una granja de pollos se da una dieta "para engordar" con una
composicion minima de 15 unidades de una sustancia A y otras
15 de una sustancia B. En el mercado sélo se encuentran dos
clases de compuestos: el tipo X con una composiciéon de una

El problema se llama asi
porque en sus origenes
consistio unicamente en
determinar la dieta
humana mds econdmica.

En su forma industrial mds
unidad de Ay cinco de B, y el tipo Y, con una composicién de corriente, el problema
cinco unidades de A y una de B. El precio del tipo Xes de 10 € y

el del tipo Y es de 30 €. Se pregunta:

consiste en saber como

mezclar de la forma mds
¢Qué cantidades se han de comprar de cada tipo para cubrir las  oconémica posible las
necesidades con un coste minimo? (Islas Baleares. Junio 1990)

Podemos organizar la informaciéon mediante una tabla:

materias primas que
constituyen un producto de
[formula quimica conocida.

Unidades |Sustancia A |Sustancia B| Coste
Compuesto X X X 5x 10x
Compuesto Y y 5y y 30y

Total Z15 Z15  |10x+ 30y

La funcién objetivo del coste total, f, si se emplean x kg del compuesto X e y kg del compuesto
Y,es:

Z =f(x,y) = 10x + 30y

El conjunto de restricciones es: x =0,y =0; x + 5y =15;
5x+y £15.

|
|
o 159
Con estos datos representamos la region factible y las rectas

de nivel de la funcién objetivo.

De todas las rectas de nivel que tocan a la regidn factible,

hace que el coste Z sea minimo la que pasa por el vértice
A(2.5,2.5).

La solucién éptima se obtiene comprando 2.5 unidades de X~ =4 '

y 2.5 unidades de Y.

El coste total es: Z=1f(2.5,2.5) =10-2.5 + 30-2.5 =100 €.

18
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6) Considera el recinto de la figura en el que estan
incluidos todos los lados y todos los vértices.

a) Escribe las inecuaciones que lo definen

b) Maximiza la funcionZ=x+y

e Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por (2,0) y (0,2):
(0,2) >2=m0+n->n=2
y=mx+n DY=-X+2-Ix+y=2

(2,00 >0=m-2+2->m=-1

Los puntos del recinto (por ejemplo, el (0,0) ) verifican x +y =2

e Ecuacidn de la recta paralela al eje X que pasa por (0,2): y = 2.
Los puntos del recinto verifican y =2

e Ecuacion de la recta paralela al eje X que pasa por (0,-1): y =-1
Los puntos del recinto verifican y =-1

e Ecuacidn de la recta paralela al eje Y que pasa por (2,0) : x=2
Los puntos del recinto verifican x =2

e Ecuacidn de la recta paralela al eje Y que pasa por (-2,0): x=-2
Los puntos del recinto verifican x =- 2

Las inecuaciones que cumplen los puntos del recinto son:
X+y =2

-2 Ex=2

b) Como la direccién de la funcidon Z = x + y a maximizar es la misma que la del borde x +y = 2,
resulta que esta recta es tal que deja todo el recinto a un lado, precisamente del lado que hace

X +y =2. Por tanto, el maximo de Z = x + y para (x, y) en el recinto se alcanza para cualquier
punto de ese segmento del borde y tiene por valor 2.
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9.- Ejercicios propuestos

1) Representar el conjunto de puntos que satisfacen simultdaneamente las inecuaciones:
X Z=2;x 2-2;y =1 (Ledn. Junio 1990)

2) Describir mediante un sistema de desigualdades la region interior del poligono convexo con
vértices en los puntos: 0(0,0) , A(0,4), B(4,0), C(3,3). (Madrid. Junio 1995)

3) Escribe inecuaciones que definan una region plana cerrada de modo que los puntos (1,0) y
(0,1) pertenezcan a dicha region, y que los puntos (0,0) y (2,2) no pertenezcan. Haz una
representacién grafica de la region que elijas. (Ledn. Junio 1993)

4) Escribe un conjunto de inecuaciones que tengan como solucién comun el interior de un
triangulo rectangulo cuyos catetos miden 1 y 2 respectivamente y se apoyan en los ejes
coordenados X e Y. (Puedes elegir cualquiera de las posibles colocaciones) (Cantabria. Junio 1991)

5) Dada la regidn del plano definida por las inecuaciones:

X+y-120;0=x=3;0%=y =2,

¢éPara qué valores de la region es maxima la funcidn Z = 5x + 2y? (Universidades de Galicia. Junio
1996)

6) Maximizar la funcién F(x,y) = 3x + 2y en el dominioy + 2x 20;3y-x =1;2 2x 20;y 20
(Cordoba. Junio 1995)

7) Se considera el recinto plano de la figura en el que estan
incluidos los tres lados y los tres vértices de las rectas asociadas A B
a las desigualdades

a) Hallar las inecuaciones que definen el recinto.

b) Maximizar la funcidn Z = 3x - 6y sujeta a las restricciones del
recinto. (Ledn. Junio 1990) O 1 1 1

8) Se considera la regidn del primer cuadrante determinada por las inecuaciones:
X+yZ8;x+y Z4;x+2y 26; X>0; y>0

a) Dibujar la region del plano que definen, y calcular sus vértices.

b) Hallar el punto de esa regién en el que la funcién F(x,y) = 3x + 2y alcanza el valor minimo y
calcular dicho valor. (Universidades Andaluzas. Junio 1996)

9)

a) Representar graficamente el conjunto de puntos que satisfacen las siguientes inecuaciones
lineales:

X+2y =10;x+y £22;x =8;x =20;y =0

b) Hallar el maximo y el minimo de F(x,y) = x - 3y, sujeto a las restricciones representadas por
las inecuaciones del apartado anterior. (Zaragoza. 1991)

o T

oS e

20



*— Dto. de Matematicas

10) Hallar los valores maximo y minimo de la funcion f(x,y) = x + 2y - 2, sometida a las
restricciones:
X+y-220;x-y+2 20;x =3;y £1;y =3 (Madrid. 1990)

11) Resolver graficamente el siguiente problema de programacion lineal:
MaximizarZ =0.75x +y

Sujetoa:x+3y =15

5x +y =20

3x+4y =24

X 20;y 20

¢Es Unica la solucidn ? (Alicante. Junio 1990)

12) Sea el recinto poligonal convexo definido por el sistema de inecuaciones:
X-4y Z-4;x+2y-4 20;x 20;y 20

Se pide:

a) Dibujarlo y hallar sus vértices.

b) Razonar si es posible maximizar en él la funcién f(x,y)=x + 2y .

c) En caso afirmativo, calcular el valor éptimo correspondiente y puntos donde se alcanza.
(Jaén. Junio 1995)

13) Un estudiante dedica parte de su tiempo al reparto de propaganda publicitaria. La empresa
A le paga 5 cent €. por cada impreso repartido y la empresa B, con folletos mads grandes, le
paga 7 cent. €. por impreso. El estudiante lleva dos bolsas: una para los impresos A, en la que
caben 120, y otra para los impresos B, en la que caben 100. Ha calculado que cada dia es capaz
de repartir 150 impresos como maximo.

Lo que se pregunta el estudiante es: écuantos impresos habrd de repartir de cada clase para
gue su beneficio diario sea maximo? (Catalufia. Junio 1996)

14) En una fabrica de bombillas se producen dos tipos de ellas, las de tipo normal valen 4.5 €y
las haldgenas 6 €. La produccion esta limitada por el hecho de que no pueden fabricarse al dia
mas de 400 normales y 300 halégenas ni mas de 500 en total. Si se vende en toda la

produccidn, écuantas de cada clase convendra producir para obtener la maxima facturacion?
(Universidad de Murcia.Junio 1996)

15) Una compafiia aérea tiene dos aviones A y B para cubrir un determinado trayecto. El avién
A debe hacer mas veces el trayecto que el avidon B pero no puede sobrepasar 120 viajes. Entre
los dos aviones deben hacer mas de 60 vuelos pero no menos de 200. En cada vuelo A
consume 900 litros de combustible y B 700 litros. En cada viaje del avion A la empresa gana
3000 €. y 2000 por cada viaje del B. ¢{Cudntos viajes debe hacer cada avién para obtener el
maximo de ganancias? ¢Cudntos vuelos debe hacer cada avidon para que el consumo de
combustible sea minimo? (Murcia. Junio 1991)

16) Una fabrica de carrocerias de automoviles y camiones tiene dos naves. En la nave A, para
hacer la carroceria de un camion, se invierten 7 dias-operario, para fabricar la de un coche se
precisan 2 dias-operario. En la nave B se invierten tres dias operario tanto en carrocerias de
camién como de coche. Por limitaciones de mano de obra y maquinaria, la nave A dispone de
300 dias operario, y la nave B de 270 dias-operario. Si los beneficios que se obtienen por cada
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camién son de 36 mil € y por cada automovil 12 mil €, écuantas unidades de cada uno se
deben producir para maximizar las ganancias? (Universidades de Castilla- La Mancha. Junio 1996)

17) Un pastelero tiene 150 kg de harina, 22 kg de azucary 27’5 kg de mantequilla para hacer
dos tipos de pasteles P y Q. Para hacer una docena de pasteles de tipo P necesita 3 kg de
harina, 1 kg de azucar y 1 de mantequilla y para hacer una docena de tipo Q necesita 6 kg de
harina, 0’5 kg de azucar y 1 kg de mantequilla.

El beneficio que obtiene por una docena de tipo P es 20 y por una docena de tipo Q es 30.
Halla, utilizando las técnicas de programacioén lineal, el nimero de docenas que tiene que

hacer de cada clase para que el beneficio sea maximo.
(Universidades de Castilla y Ledn. Septiembre 1997)

18) Una empresa fabrica dos tipos de rotuladores, de la clase A a 2 €. la unidad y de la clase B a
1.5 €. En la produccion diaria se sabe que el nimero de rotuladores de la clase B no supera en
1000 unidades a los de la A; ademas, entre las dos clases no superan las 3000 unidades y la de
la clase B no bajan de 1000 unidades por dia. Hallar el costo mdximo y minimo de la
produccidn diaria. (La Laguna. 1992)

19) Una compafia fabrica dos modelos de sombrero: Bae y Viz. La fabricaciéon de los
sombreros se realiza en las secciones de moldeado, pintura y montaje. La fabricacidon de cada
modelo Bae requiere 2 horas de moldeado, 3 de pintura y una de montaje. La fabricacion del
modelo Viz requiere tres horas de moldeado, 2 de pintura y una de montaje. Las secciones de
moldeado y pintura disponen, cada una, de un maximo de 1.500 horas cada mes, y la de
montaje de 600.Si el modelo Bae se vende a 100 € el modelo Viz a 120 € ¢qué cantidad de

sombreros de cada tipo ha de fabricar para maximizar el beneficio mensual?
(Universidades de Galicia. Junio 1997)

20) Una persona tiene 5.000 euros para invertir en dos tipos de acciones A y B. El tipo A tiene
bastante riesgo con un interés anual del 10% vy el tipo B es bastante seguro con un interés
anual del 7%. Decide invertir como maximo 3000 € en A y como minimo 1000 € en B, e invertir
en A por lo menos tanto como en B. éCédmo deberd invertir sus 5000 € para maximizar sus
intereses anuales? (Universidad de Castilla y Ledn. Junio 1996)

21) Una industria vinicola produce vino y vinagre. El doble de la produccién de vino es siempre
menor o igual que la produccidn de vinagre mds cuatro unidades. Por otra parte, el triple de la
produccidn de vinagre sumado con cuatro veces la produccion de vino se mantiene siempre
menor o igual a 18 unidades.

Halla el nimero de unidades de cada producto que se deben producir para alcanzar un
beneficio maximo, sabiendo que cada unidad de vino deja un beneficio de 8 €. y cada unidad
de vinagre de 2 €. (Universidades Andaluzas. Junio 1996)

22) Un hipermercado necesita como minimo 16 cajas de langostino, 5 cajas de nécoras y 20 de
percebes. Dos mayoristas, Ay B, se ofrecen al hipermercado para satisfacer sus necesidades,
pero sélo venden dicho marisco en contenedores completos. El mayorista A envia en cada
contenedor 8 cajas de langostinos, 1 de nécoras y 2 de percebes. Por su parte, B envia en cada
contenedor 2, 1y 7 cajas respectivamente. Cada contenedor que suministra A cuesta 2100 €.,
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mientras que los del mayorista B cuestan 3000 € cada uno. ¢Cudntos contenedores debe pedir
el hipermercado a cada mayorista para satisfacer sus necesidades minimas con el menor coste
posible? (Universidades Publicas de la Comunidad de Madrid. Septiembre 1997)

23) Imaginemos que las necesidades semanales minimas de una persona en proteinas,
hidratos de carbono y grasas son 8, 12, 9 unidades respectivamente. Supongamos que
debemos obtener un preparado con esa composicion minima mezclando los productos Ay B
cuyos contenidos por kilogramo son los que se indican en la siguiente tabla:

Proteinas Hidratos Grasas Coste(kg)
Producto A 2 6 1 600
Producto B 1 1 3 400

¢Cudntos kilogramos de cada producto deberdn comprarse semanalmente para que el costo
de preparar la dieta sea minimo? (Universidad de La Laguna. Junio 1997)

24) Podemos comprar paquetes de abono A o B. Cada paquete contiene las unidades de
potasio (K), fésforo (P) y nitrégeno (N) indicadas en la tabla, donde se da el precio del paquete.

Marca K P N Precio
A 4 6 1 15
B 1 10 6 24

¢En qué proporcién hay que mezclar ambos tipos de abono para obtener al minimo precio un
abono que contenga 4 unidades de K, 23 de Py 6 de N? (Valencia. 1993)

25) Dos mataderos, P y Q, se encargan de suministrar la carne consumida semanalmente en
tres ciudades, R, Sy T: 20, 22 y 14 toneladas, respectivamente. El matadero P produce cada
semana 26 toneladas de carne, y el Q, 30. Sabiendo que los costes de transporte, por tonelada
de carne, desde cada matadero de a cada ciudad, son los reflejados en la siguiente tabla:

RST
Pli) g il

Q211

Determinar cudl es la distribucidn de transporte que supone un coste minimo.
(Extremadura. 1993)

26) Desde dos almacenes Ay B, se tiene que distribuir fruta a tres mercados de la ciudad. El
almacén A dispone de 10 toneladas de fruta diarias y el B de 15 toneladas, que se reparten en
su totalidad. Los dos primeros mercados necesitan, diariamente, 8 toneladas de fruta,
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mientras que el tercero necesita 9 toneladas diarias.
El coste del transporte desde cada almacén a cada mercado viene dado por el siguiente
cuadro:

Almacén Mercado1l Mercado2 Mercado 3
A 10 15 20
B 15 10 10

Planificar el transporte para que el coste sea minimo. (Salamanca. Junio 1992)

27) Se va a organizar una planta de un taller de automéviles donde van a trabajar electricistas
y mecdnicos; por necesidades de mercado, es necesario que haya mayor o igual nimero de
mecanicos que de electricistas y que el nimero de mecanicos no supere al doble que el de
electricistas. En total hay disponibles 20 electricistas y 30 mecanicos. El beneficio de la
empresa por jornada es 250 €. por electricista y 200 €. por mecanico. ¢Cuantos trabajadores
de cada clase deben elegirse para obtener el maximo beneficio? (Universidad de Murcia. Junio 1998)

28) Una empresa fabrica dos tipos de colonia: A y B. La primera contiene un 15% de extracto
de jazmin, un 20% de alcohol y el resto es agua y la segunda lleva un 30% de extracto de
jazmin, un 15% de alcohol y el resto es agua. Diariamente se dispone de 60 litros de extracto
de jazmin y de 50 litros de alcohol. Cada dia se pueden producir como maximo 150 litros de la
colonia B. El precio de venta por litro de la colonia A es de 5 € y el de la colonia B es 20 €.
Hallar los litros de cada tipo que deben producirse diariamente para que el beneficio sea
maximo. (Universidades Piblicas de la Comunidad de Madrid. Septiembre 1996)

29) Los 400 alumnos de un colegio van a ir de excursién. Para ello se contrata el viaje a una
empresa que dispone de 8 autobuses con 40 plazas y 10 con 50 plazas, pero sélo de 9
conductores para ese dia. Dada la diferente capacidad y calidad, el alquiler de cada autobus de
los grandes cuesta 80 €. y el de cada uno de los pequeiios, 60 €. ¢ Cuantos autobuses de cada

clase convendra alquilar para que el viaje resulte lo mas econdmico posible?
(Pais Vasco. Junio 1990)

30) La casa X fabrica helados A y B, hasta un maximo diario de 1000 kg. La fabricacion de un kg
de A cuesta 1.80 €., y uno de B, 1.5. Calcule cuantos kg de A y B deben fabricarse, sabiendo
que la casa dispone de 2700 €/dia y que un kg de A deja un margen igual al 90% del que deja
uno de B. (Las Palmas de Gran Canaria. Junio 1991)

31) A una persona que quiere adelgazar se le ofrecen dos productos A y B para que tome una
mezcla de ambos con las siguientes recomendaciones:

No de be tomar mds de 150 g de la mezcla ni menos de 50 g.

La cantidad de A debe ser igual o superior a la de B.

No debe incluir mas de 100 g de A

Si 100g de A contiene 30 mg de vitaminas y 450 calorias y 100 g de B contienen 20 mg de
vitaminas y 150 calorias:
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a) éCuantos gramos de cada producto debe mezclar para obtener el preparado mas rico en
vitaminas?

b) ¢Y el mas pobre en calorias?

(Pais Vasco. 1992)

32) Se desea obtener tres elementos quimicos a partir de las sustancias A y B. Un kilo de A
contiene 8 gramos del primer elemento, 1 gramo del segundo y 2 del tercero; un kilo de B
tiene 4 gramos del primer elemento, 1 gramo del segundo y 2 del tercero. Si se desea obtener
al menos 16 gramos del primer elemento y las cantidades del segundo y del tercero han de ser
como mucho 5y 20 gramos respectivamente y la cantidad de A es como mucho el doble que la
de B, calcule los kilos de Ay y los de B que han de tomarse para que el coste sea minimo si un
kilo de A vale 2 €. y uno de B 10 €. ¢ Puede eliminarse alguna restriccion? (Zaragoza. Junio 1990)

33) Los precios de venta de dos productos Ay B estan en la misma relaciéon que 7y 6. La
produccidn de estos esta definida por las siguientes condiciones:

La produccion de A es mayor o igual que la mitad de B y menor o igual que el doble de B.

La produccion total es tal que si sélo se produce A, se producen 10 kg, y si sélo se produce B,
se producen 15 kg. Y si se producen conjuntamente, la produccién maxima se encuentra en la
recta que une los puntos anteriores.

Dar la funcién objetivo de la venta de ambos productos.

Expresar mediante inecuaciones el recinto definido.

Determinar los kilos que se han de producir de cada producto para obtener el maximo
beneficio. (Universidad de Cantabria. Junio 1997)
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1)

2)x>0,y>0,x+3y<12,3x+y<12.

3)x 20,y 20,x+y =2 ,x+y 21 . Entre otras posibles soluciones.

H)x>0,y>0,2x+y<2.

5) La funcidn Z es maxima para el vértice (3,2), que es 19 .

6) La funcion alcanza su maximo en el vértice (2,1) y su valor es 8

7) Las inecuaciones son:y =3 ;y-x 20 ;y - 3x =0. La funcién es maxima
para (0,0) y el valor alcanzado es 0
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8) Los vértices son A(6,0), B(8,0) , C(0,8), D(0,4) y E(2,2). La funcién toma el
minimo valor en el vértice D y vale 8

9) El maximo se alcanza en (8,0) y es 8. El minimo se alcanza en (0,5) y
es-15.

10) El maximo se alcanza en (3,3) y es 7. El minimo se alcanza en (1,1) y es 1.

11) El maximo es 6 y se alcanza en todos los puntos de un segmento. Por
tanto, la solucion no es Unica. Una posible solucién es (56/17,60/17) .

12) Como Z = x + 2y es paralela a x + 2y - 4 = 0, cualquier punto del segmento
gue une (4/3,4/3) con (4,0) maximiza Z, dando el mismo valor , 4.

13)50 de Ay 100 de B .

14) 200 normales y 300 halégenas.
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15) La méxima ganancia se obtiene con 120 viajes del avion Ay 80 del avion B
y es de 52 millones de pesetas.
El minimo consumo se obtiene con 30 viajes de cada avion y es 48000 litros.

16) 66 automdviles y 24 camiones.

17) 5 docenas de pasteles del tipo P y 22. 5 docenas de pasteles del tipo Q.

18) La solucién optima minima es producir 1000 rotuladores de clase By
ninguno de la clase A, siendo el costo minimo diario de 150000 pesetas.

La solucion optima maxima es producir 2000 rotuladores de la clase Ay 1000
de la clase B, siendo el costo maximo de 550000 pesetas.

19) 300 sombreros del tipo Bae y 300 sombreros del tipo Viz.

20) 300000 pesetas en acciones del tipo A y 200000 pesetas en acciones del
tipo B

21) 3 unidades de vino y 2 de vinagre.
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22) 3 contenedores al mayorista Ay 2 al mayorista B.

23) 3 kg del producto Ay 2 kg del producto B.

24) Se minimiza el precio con 1/2 de Ay 2 de B.

25)

26)

27) 20 electricistas y 30 mecanicos.

28) 100 litros de colonia del tipo A y 150 litros de colonia del tipo B.
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29) Hay que alquilar 5 autobuses de 40 plazas y 4 de 50 plazas. El precio es de
620 euros.

30) 1000 kg del helado tipo B y nada de tipo A.

31) (a) 100gde Ay 50 g de B
(b) 25 gde Ay 25 g de B.

32) 1.6 kg de Ay 0.8 kg de B.

33) f(x,y) = (7/6)x +y
2y =2x 2y/2 ; x/10 +y/15 =1 ;x 20;y 20
30/7 kilogramos del producto A y 60/7 kilogramos del producto B.
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