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 LITERATURA Y MATEMATICAS

| La cometa dorada

[En la dltima clase de matematicas, antes del examen final, el pro-
fesor Novéak intenta ayudar a su alumno Vili y le pide que hable de
cualquier tema. Vili, siguiendo la explicacion que inicia Novak, elige
las variaciones.]

—Tracemos una recta —dijo Vili senalando la pizarra con la idea de

1 aprovechar el paseo hasta la tarima para mover los musculos.

—Como quiera —repuso Novak, sorprendido—. Trace esa recta. Pero no
aqui, sino mentalmente.

| —Que sea AB.

—O CD —propuso contrariado Novak; ya veia que el muchacho no
tenfa la menor idea de lo que estaba hablando.

Vili le seguia la corriente aferrandose a sus palabras como a un sal-
vavidas.

—Pues que sea CD —repitid.
—O XY —sugirio el profesor, complicandolo todavia mas.
—O XY —cedi6 Vili.

—Pero ;qué es lo que pretende con esa recta? —exclamo por fin No-
vak-. ;Para qué va a utilizar la recta en las variaciones? Definitivamen-
te, no lo entiendo. [...]

—Me he hecho un lio —balbuce¢ Vili.
—¢Con qué, hijo? ;Si hasta ahora ni ha abierto la boca!

El profesor propuso otro ejercicio: trazar una perpendicular a un pla-

no oblicuo. Vili repetia como un loro, pero cuando Novak lo interro-

gaba, se quedaba mudo, desamparado, sin saber qué decir.

s Afligido por tanta incomprension, Novak se prometio a si mismo que,
=% por mucho que le costara, conseguiria que aquel chico entendiese.

[...] Vili miraba al profesor y pensaba: «Para éste es tan facil». Pero en

vez de visualizar la imagen del plano inclinado y la linea perpendicu-
y lar, conceptos totalmente ajenos a él, solo veia los ademanes bruscos

del profesor, que gesticulaba como un saltimbanqui: sus dedos, sus
anillos incluido el de cornalina, revoloteaban en el aire. Las abstrac-
ciones no eran el fuerte de Vili. Solo le resultaba inteligible la realidad
mas inmediata, lo visible y palpable.




SOLUCIONARIO

La cometa dorada

Dezso Kosztolanyi KOS Z[:IL(/)\ EA NY]I
Uno de los protagonistas de esta novela, LA COMETA DORADA
que se desarrolla en una ciudad de Hungria, es un joven e

llamado Vili al que no le gustan ni las matematicas
ni la fisica. Una tarde abre en su habitacion el libro
de fisicay observa durante un rato esta férmula:

g=5+ 4R 6052@_247#?
T’g

r’g

cos’p

Se le fueron las ganas de vivir. «;Qué sentido tiene esto?
—se pregunté confuso—. ;Quién inventa estas cosas para
amargarle la vida a los alumnos?» Sinti6 rabia.

Se le hizo un nudo en la garganta. Los estupidos ntimeros
se arrastraban frente a ¢l como gusanos, mientras

que las letras lo hacian como larvas.

Mientras esperaba al profesor particular, traté de resolver algunos problemas de mateméticas:

Podia pasar horas leyéndolos, pero en vano: «Un sefior compro cinco metros de pano...»,
«Ocho anos atras un padre era cien veces mas viejo que su hijo; ocho afios mas tarde

solo le faltaban cuatro afios para ser tres veces mayor que el mismo hijo...»,

«Un hombre rico que contrata a dos jornaleros...» Fijandose solo en lo anecdotico

y sin preocuparse de lo que habia que resolver, fantaseaba divertidas situaciones

con los personajes de los problemas. Se dejaba envolver como en un lento sueno,
imaginandose los pormenores: el color del pafio, quiénes eran el padre y su hijo, si ese sefior
tendria barba, si sabria el chaval montar en bicicleta y donde viviria el rico... Pero, cuando
llegaba el momento inevitable de vérselas con los nameros, desbaratado su juego,

se justificaba argumentando: «Pero, vamos a ver, ;quién necesita ese pafio? Yo, seguro que no.

Esta mas que claro que el padre, el hijo y el rico, todos, son unos burros y no sirven para nada».

En la escena que se narra en el texto, el profesor de matemaéticas y fisica, Antal Novak,
preocupado porque Vili no ha aprendido nada de lo que ha explicado durante el curso, trata,
sin éxito, de ensefarle algo antes del examen final.

Determina la ecuacion de la recta perpendicular al plano horizontal z= 1 que pasa
por el punto (—1, 3, 2). Como ves, este problema es sencillo. Pero ;como se haria
si fuese el plano inclinado 2x — y +z=1?

Una recta perpendicular al plano horizontal z = 1 tiene por vector director m= (0, 0, 1).
Por tanto:

Punto: P(-1,3,2) ="
) - —->ry=3
Vector director: n= (0,0, 1) =24

Siel plano es 2x — y 4+ z = 1, un vector perpendicular a él es 7 = (2, —1, 1). Por tanto:

Punto: P(-1,3,2)

S sy=3-X
n=(2,-1,1 Y

} x=—=14+2X
z=2+X

Vector director:
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Producto escalar

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 |Siu=(1,—1,2),v=(0,2, —4) yw=(—7,0,7), hallalos vectores.
a) U—3v+w

1 -

b) v+ —w
3
9 2@—V)+ LW
3 3
a U—=3v4+w=0(>1,-,2)=3(0,2,—-4)+(=7,0,7)= (=6, —7,21)
b) 7+1~v7:(0,2,4)+[7,0,7]—[ 71_2,W9]
3 3 3 3
q i.(u_T/’)_,_i.W:g (1,—3,6)+[7,0,7]—[—5,—2,19]
3 3 3 3 3 3 3

002 | Calcula el médulo del vector AE, siendo los puntos:

a) A(1,1,1)yB(—1,—1,-1)

a) | AB] = (=27 +(=2r +(-2r =12 =2V3

b) | AB| = 2" +(—2) +2* =12 =23

003 | Halla un punto Cen el segmento AB, con A(1, 1, 1) y B(—1, —1, —1), de modo queR
sea la mitad que CB.

Llamamos C (¢, ¢, ¢;) al punto que nos piden.
A_f:(q—1,cz—1,c3—1) 55:(—1—c1,—1—cz,—1—c3)

_ —1—q —l-¢ -—1-
CB=>(g—-16-1¢—-1)= Q, < <

Como AC = i ,
2 2 2 2

Igualando coordenadas:

1—q

— 1
G—l=—>¢=—
3
1 1
G —1= -6 =—
3

1—c¢
G —1= Lo =—

El punto es C[1, i 1]4
3 3 3
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SOLUCIONARIO 5

ACTIVIDADES
001 |Calcula el producto escalar U - v, sabiendo que ' = (—1,1,0), | V| =2y el dngulo
que forman es o = 30°.
"J‘:\/(—Uz +1240° :\/5%277:‘3‘-"\7‘{05 a=+22-c0s30°=/6
002 |SiuyVvsontalesquetu=(—1,1,0),|V|=2ya=30°halla:
a) Proy; Vv b) Proy.u
a Uu-v= ‘U‘~‘7‘-cosa:‘ﬁ‘-Proy;7
Como‘?‘ =J=+12 =V2yT-v=16:
U-v= ‘U‘-Proy;7—> J6 =2 - Proy:v = Proy:v =3
b) u-v= ‘7‘-Proy77—> 6 =2-Proy-U — Proy;U = Vo
003 |Siu-v=2u-w=—1yV-w=2,calcula estas operaciones.
a) u-(w—Vv) Q 3w-(—2u+V)
b) —wW-QuU +V) d Qu+V)-(—w)
A U-(V—wW)=U-V+(=1)-(T-wW)=2+(=1-(=1)=3
b) —w-(2U+V)=(=2)-(W- W)+ (=1)- (W-V)==2-(=1)+(=1)-2=0
Q 3W-(2U+V)=(=6)-(W-U)+3-(W-V)=(=6)(=1)+3-2=12
d) QUAV) - (=) = (=2)-(T- W)+ (=D (V- W) ==2-(=D)+(=1)-2=0
004 | Dados los vectores U= (0, —1,0), v=(—1,—2,0)yw = (—4, 1, 1), efectia
las operaciones.
a) u-(w—1v) Q) 3w-(=2u+V)
b) —wW-QuU+V) d QU+V)-(—w)
a U-(w—=v)=(0,-1,0)-(=3,3,1)=-3
b) —w-QQU+V)=(4,—1,-1)-(=1,-4,0)=0
Q 3w (=20+V)=(-12,3,3)-(=1,0,0) =12
d) (QU+V)- (W) =(—1,-4,0)-(4,-1,-1)=0
005 | Halla el angulo que forman estos vectores.
a) U=(—2,3,00 v=(0,1,-1) b) U=(3,1,2) v=(0,—1,-1)
2) cosa = uvo (=2)-043-1+0-(=1) 3
a-[7] J—2r +3 40 Joe kP (-2 Va6
3
Q = arc cos = 53,96°
26
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Producto escalar

u-v 3041 (=D +2-(=1) -3
b) cosa = —— = =
0]V VB2 Jo -y V@
u:arccosi:W24,54°

J28

006 | Discute, ayudandote de un ejemplo, cudndo el angulo que forman dos vectores
es igual al angulo que forman otros dos vectores paralelos a ellos.
{Pueden ser diferentes los dngulos?

Consideramos los vectores i = (1,2, —1)y v = (2, —1,0).
U-v=0—-cwsa=0—a=90

Dos vectores paralelos a los anteriores son, por ejemplo, U7 = (2,4, —2)
yVi=(4,-2,0).

U -vi=0->csa=0—a=090

El dngulo que forman dos vectores es siempre igual al angulo que forman otros
dos vectores paralelos a ellos.

007 | Calcula los vectores perpendiculares a estos.
a) u=(1,0,0) b) v=(1,1,0) o w=(0,11)

a) Tomamos Vv = (v, vy, V3).
U=(1,00LV=_(,v,Vv) > 1-v;+0-v, +0-v; =0
->vi=0,v; =\, Vs =p
(vi, v5, v3) = (0, \, ) = (0, X\,0)+ (0,0, ) = X(0,1,0) + (0,0, 1)
Los vectores (0, 1,0) y (0, 0, 1) forman una base de los vectores
perpendiculares a U
Todo vector perpendicular a U es combinacion lineal de ellos.

b) Tomemos U = (uy, Uy, Us).

v=010Lu0=U,uyu) = 1-uy+1-u, +0-u3; =0

SU ==l DU =\ U =—X\ U =}
(U, Uy, us) = (N, =X\, p) = X(1,-1,0)+p(0,0,1)
Los vectores (1, —1,0) y (0, 0, 1) forman una base de los vectores

perpendiculares a v,
Todo vector perpendicular a V" es combinacion lineal de ellos.

o) TomamosZ = (2,, 2, z3).

W=0111N1LZ=@,222) 212 +1- 2, +1-2 =0

D ==2) =723 > =—N—W, 2, =N, Z3 =}
(21, 25, z3) = (=N —p, N, ) = N(=1,1,0) + p(=1,0,1)
Los vectores (—1,1,0) y (—1,0, 1) forman una base de los vectores

perpendiculares a w.
Todo vector perpendicular a w es combinacion lineal de ellos.
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SOLUCIONARIO 5

008 | Encuentra el vector normal al plano:

T:3X—2y =241

Llamamos 1 = (n, n,, ns) a un vector genérico normal al plano .
Tomamos P(0,0, —1),Q(1,1,0) y R(2, 0, 5) puntos pertenecientes al plano.
Buscamos el vector n” que cumpla:

c T PQ=0-7-PO=(m n, n)-(1,1,1)=n+n +n =0
“H-PR=0=71-PR=(n, ny n)-(2,0,6)=2n, +6n =0

n = -3\
m-+n+n=0 -~
Resolvemos el sistema; ’ ’ mn=2X —>n=(=3X\2X\\)
2n,+6n; =0
ny =X\
Un vector normal al plano  serd, por ejemplo, cuando X = —1— n=(3, =2, —1).

009 | Encuentra los planos que pasan por el punto P(2, 1, 2) y son perpendiculares

a las rectas.
a)r X—2 _ y—3 _ z—1
2 2 3
-2 3z—1=0
by s: X 2T
X+2z=0

a) Un vector director de larectaesu = (2, 2, 3).
La ecuacion del plano es de la forma: 2x + 2y +3z+D =0
PorpasarporP(2,1,2) > 2-242-1+43-24+D=0->D=-12
Elplanoesw: 2x +2y +3z—-12=0.

S

Escribimos la recta en forma paramétrica:

X =—=2X\
X—2y+3z—1:0} —14+X
Sly=

X+2z=0 B 2
Z=X
X ==2\
1 1

rry= —54- 5>\ — Un vector director es U =

—_—

—2,],1].
2

Tomamos como vector director de la recta un vector proporcional
au—->Vv=(-41,D2.

Z=X\

La ecuacién del plano es de laforma: —4x + y +2z+D =0

PorpasarporP(2,1,2) > —4-2414+2-24D=0—->D=3

Elplanoesm: —4x —1y +2z+3=0.
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Producto escalar

010 | Halla la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular al plano:

X=3=-3X\+2p
TY=—X+}
z=2
;Cual es su punto de corte?
Escribimos la ecuacion del plano en forma implicita:
x=3 y z-=2
| =3 =1 0 |=—2z24+2=0->mz-2=0
2 1 0
Un vector normal al planoesn = (0,0, 1).

La recta que buscamos es el eje Z.

x=0
r:y =0 ryelpuntode cortedelarectay el planoes P(0, 0, 2).
Z=X

011 | Halla el haz de planos secantes y el haz de planos perpendiculares a la recta:

x=1_y+1_ z
1 -1 -1

r:

Hallamos la ecuacion de la recta en forma implicita:

—l=—y—1 =0
I'ZX Y — I X+y }

y+l1=z y—z+1=0
El haz de planos secantes es:
(X+y)+XN-(y—2z4+1)=0
El haz de planos perpendiculares es:
X—y—z+D=0

012 | Calculala ecuacién de la recta cuyo haz de planos perpendicularesesx —y+z+ D=0,
sabiendo que pasa por el punto P(0, 0, 0). ;Cual es su haz de planos secantes?
El vector director de larectaes vV = (1, —1, 1), y por pasar por el punto
P0,0,0)>rn =L 2
1 —1 1
Calculamos el haz de planos secantes:
X =— x+y=0
y}% g ]»—>(x+y)+My+z)—O
y=-z y+z=0
013

Halla el angulo que forman la recta r, que pasa por los puntos A(1, 1, 1) y B(0, 0, 0),
ylarectas: (x,y,z) =(—1,2,3) +X\(1,2, —3).

El vector AB = (—=1,—=1,—=1) es un vector director de la recta r, y el vector director
delarectasest = (1,2, —3).
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015

SOLUCIONARIO 5

— o =arccos 0 = 90°

0
RN

Calcula el angulo que forman larectar: (x,y,z) = (0,0, 1) + X(1,0, —1) y el plano
de ecuacion m:x+y —3z+2=0.

La recta tiene por vector director i = (1,0, —1), y el vector normal del plano
esn=1(1,1,-3).

_ u-n 114014 (=1)(=3) 4
w177 _| | _

@A V2 V2

4
o = 90° — arc cos = 90° — 31,48° = 58,52°
J22
Calcula el angulo que forman las siguientes parejas de planos.
a) ™:3x—2y+z—3=0 wix—y—25=0
b) m:x+y+z=0 T x+2y+3z—2=0
Q m2y+2z—3=0 wi—y—2z42=0
a) El vector normal del plano wes i1, = (3, —2, 1), y el vector normal del plano ='
esn,=(1,—1,0).
e | 13- 14 (=2)(=1)+1-0] 5
cos o = = =

BRI N G N O N

Q= drc cos =19,07°

5
J28

b) El vector normal del plano wes i, = (1, 1, 1), y el vector normal del plano '
esn,=(1,273).
e | 11412413 6
R T N RN N e N oy
o = arc cos =22,21°

6
Va2
) Elvector normal del plano wes i1, = (0, 2, 2), y el vector normal al plano =’

esm,=(0,—1,-1).

mem| o042 (-D+2- (-] 4
IR N E SN ()
a=arccosl=0

s o =

Los planos son paralelos.
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016 | Halla el angulo que forman los siguientes planos:

X=1T—X+p
Ty =X+R
Z=X+p

(X, ¥, 2)=(=1,-12)+ X1, 1, )+ p0, 0, -1

Calculamos la ecuacion implicita del plano .
x—=1vy z
m| =1 1 1|=2y—2z=0-Vectornormal n; = (0,2,2)
1 11

Calculamos la ecuacion implicita del plano «'.

X+1 y4+1 z=-2
|1 1 1 |=—x+2y—2z+3=0-Vectornormalm,=(-1,2,-1)
1 0 —1

Calculamos el angulo que forman los dos planos.

a0 (=N+2:242:(=1)
oS = -0 = =
|- | NERNG Ja8
2
= drc cos =73,22°
\/ 48
017 | Encuentra la proyecciéon de los puntos A(0, 0, 0), B(—1, 1, 1) y C(0, 2, 0) sobre la recta r.
g X=3_y=2 _z-1 b) r:X+2Z:3}
3 2 T y—z=0

a) « Proyeccion del punto A.
0-3 0-2 0-

3 2
La proyeccion ortogonal de A sobre res A.

— A pertenece ar.

Proyeccién del punto B.

Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto B.

Vector normal: n=(3,2,1)

Punto: B(=1,1,1) }%3(X+1)+2(y—1)+1(z—1)_0

- T 3Xx+2y+2z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

x—=3 y=2 z-1 x=0
3 2 1 —>1y=0
3x+2y+2z=0 z=0

La proyeccion ortogonal de B sobre res Q(0, 0, 0).
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SOLUCIONARIO 5

Proyeccién del punto C.

Calculamos el plano perpendicular a la recta r que pasa
por el punto C.

Vector normal: n=(3,2,1)

Punto: C(0,2,0) }%3()(_0)*'2()/—2)—%1(2—0):0

> m3x+2y4+z—-4=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

6
X:7

X—3 -2 —1
_y :Z 4
3 2 1 - )/27
3x+2y+2z2-4=0 5
z=—

6
~

\I‘L

7
L 2
La proyeccion del punto Csobre res Q =
Proyeccién del punto A.
La ecuacién en forma continua de la recta res:

x—=3 y—0 z-0

2 —1 —1
Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto A.

Vector normal: m= (2, —1, —1)
2(x = -y - “)z—0)=
PUNtO: A0.0,0) } 22X =0)+(=(y —0)+(=1)(z-0)=0

- m2x—y—z=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

9

X ==

X+2z=3 U
12
y—2z2=0;>1y=—
2x—y—2z=0 /
yme= 6
zZ=—

7

La proyeccion de A sobre la recta r es Q[ % % ?]

Proyeccién del punto 8.

Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto B.

Vector normal: 7 = (2,

—1,-1
QXN+ (=D =D+ (=D(z =1 =
Punto: B(—111) }—) X+D+(=D =D+ (=Nz-1)=0

S>T2Xx—y—z4+4=0
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Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

1
X=—
X+2z=3 /
y—2z=0;—> y:§
2x—y—z+4=0
=
7

’

La proyeccion de B sobre la recta res Q[

N
~ |8

x
7

10 J
)
Proyeccién del punto C.
Calculamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta rque pasa
por el punto C.

Vector normal: 0= (2, =1, —1)

}—> 2x=0)+(=N(y—2)+(=N(z-0)=
Punto: C(0,2,0)

> T 2x—y—z+2=0

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.

5
X=—=
X+2z=3 /
16
y—=22=0r—>1y=—
2x—y—z+2=0 87
7=
7
- 5 16 8
La proyeccion de C sobre la recta r es el punto Q P

018 | Calcula la proyeccién de los puntos A(0, 0, 0), B(—1, 1, 1) y C(0, 2, 0) sobre el plano T,
determinado por las rectas:

pX=3_y—2 _z-—1 S_x+22:3}

3 2 1 'y—2z=0

Hallamos el plano w determinado por las rectas ry s:

X=3—-2X\
r:x—3:y—2:z—1 5:X+2ZZ3}—>r:y_2>\
3 2 1 y—2z=0 N
X—=3 y z
T 3 2 1|=-5y+10z=0->my—-2z=0
-2 21

Su vector normalesm = (0, 1, —2).

« Proyeccion del punto A.

El punto A pertenece a la recta r, por tanto, la proyeccion de A sobre
el plano wes A.
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SOLUCIONARIO 5

« Proyeccion del punto B.

Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano © que pasa
por el punto B.

Vector normal: 1= (0, 1, —2) N X+1 _ y—1_ z-1 o X =—1
Punto: B(—1,1,1) o ) 2y4+z=3

Calculamos el punto de corte de la recta con el plano.
X =—1

6

2y+z=3 > y:E
y—2z=0 3
5

La proyeccion del punto B sobre el plano w es Q[ -1, % 2]

.

Proyeccion del punto C.

Calculamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano © que pasa

por el punto C.

Vector normal: 7= (0,1, —2) x—0 y—2 z-0 x=0
- -

Punto: C(0,2,0)

Calculamos el punto de corte de esta recta y el plano .

x=0

x=0 8
y+rz=41r51""73
y—2z=0 4
z=—

5

La proyeccion de C sobre sobre el plano w es Q[ 0, % :]

Calcula la proyeccién ortogonal de la recta:
X—2 _y—2 z-—2
1 1 —1

r:

sobre el plano:
X=X—p
Ty =2—X+3p
Z=34+2Xx—-2p

Hallamos la ecuacion del plano w en forma implicita.

x—0 y—2 z-3

T 1 —1 2 |=—4x4+22—-6=0->m2x—2z+3=0
—1 3 -2

Vector directorde larectar: U = (1,1, —1)

Vector normal del plano® = (2,0, —1)

Puntoder: P2,2,2)
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Producto escalar

Calculamos el plano &' que pasa por Py tiene por vectores directores U y 1.

X—2 y—2 z-2
w1 1 -1
2 0 —1

=—X—y—2z48=0->71"x+y+2z—-8=0

Calculamos la recta s de interseccién entre los planos Ty ',

X:—i—ﬁ—i)\
2 2
2x—z43=0 19 5
s: S sy=——=\
X+y+2z-8=0 22
zZ=X
X:——-i—ik
2
. 19 5
La proyeccion de larecta rsobre el planomes s: y = — — B
zZ=X
020 | Halla el punto donde se cortan las proyecciones de las rectas:
x=-=84+X
r:X+2y_21:g} sty =1+X
X—y+i= z=—1+X

sobreelplano:m: x —y +z+4+2=0

Calculamos la recta r' proyeccién de la recta r sobre el plano .

x=0
r:X+2y_21_8}—>r:y:1 SV =(0,0,1)  P(0,1,0)
XxoyHi= zZ=2X
Vector director de r: v, =(0,0,1) x y—=1 1z
Vector normala®: n, =(1,=1,1) - =" |0 0 1l=x4+y—-1=0
Punto de r: P (0,1,0) T =1 1

Por tanto, la proyeccion de r sobre w es:
ﬂxfy+z+2:O

X+y—1=0
Hallamos la recta s' proyeccion de la recta s sobre el plano .

ve=(1,11
Vector normalaw n, =(1,—1,1)
P,

Punto de s: (=8,1,1)

Vector director de s:

x+8 y—1 z-1
w1 1 1
1 -1 1

=2x—2z24+18=0—>7"x—-2z+9=0
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Por tanto, la proyeccion de s sobre T es:
5. x—y+z+2=0}

X —z+9=0
El punto de corteder'y s'es:

__10
X—y+z+42=0 T3
x+y—-1=0 13

> y= =
X—y+z+2=0 3
X—z49=0 Z:%

. 1
Las proyecciones de ry s sobre el plano = se cortan en Q[ 5

Obtén el simétrico de P(0, 0, 1) respecto de Q(1, —2, 1).
El punto Q es el punto medio del segmento PP', siendo P'(a, b, ©).

b a=?2
(],_2,_]): g: 7"I_‘_7C
2 2 2

c=-3

S -3
Halla el simétrico del punto P(—1, 2, 3) respecto de la recta r: X 3 -

Calculamos la proyeccion ortogonal Q del punto P sobre r.

Vector normal: m= (3, — 2, 2)

Punto: P(—1,2,3) }
Ti3x+ND—-2(y—=2)+2(z-3)=0->m3x—-2y+2z+1=0

15
X:F
3 =2 2> 2x—37=6}t—- y:%
3x=2y+2z+1=0 3x =2y +2z+1=0 o4
z=—
17
La proyeccion ortogonal de P sobre res Q E L _2 .
17 17 17
Hallamos el punto simétrico P' respecto de la proyeccion Q.
47
a=—
17
[15 7 24 [1+a 24b 3+c 20
= L = , , Slp=_=22
17 17 17 2 2 2 17
-_%
17

El punto simétrico de P respecto de res P'[ a0 ]

17" 17 a7

01317]
373 )

J — { b =—4 — El punto simétrico es P' (2, —4, —3).
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Calcula los vértices del triangulo simétrico al formado por los puntos A(0, —1, 2),
a) Respecto del origen de coordenadas.
b) Respectodelarectar:(x,y, z)=(1,1,10)+X(1,1,1).

a) Calculamos el simétrico del punto A respecto de O(0, 0, 0).

1 ' ' a"‘ = O
<0,0,0)—[ Gt 0 @-1a+ 2J—> ay=1 — A(0,1,-2)
2 2 2 ,
a; = —2
Hallamos el simétrico del punto B respecto de O(0, 0, 0).
by—1 by +2 by+ 0 b=
<o,o,0)_[ *2*], 22+ , 32+ ]% b, = —2 - BY(1, -2, 0)
by =0

Calculamos el simétrico del punto C respecto de O(0, 0, 0).

, , , G = -2
(0,0,0)= C*+2,CZ+O,C3_1 >1id =0 —=C(-2,0,1
2 2 2 o
=

El triangulo simétrico respecto al origen tendra por vértices A", B'y C'.

b) Escribimos la recta en forma continua.
x=1 y—=1 z-1
I T
« Punto simétrico de Arespecto ar.
Calculamos la proyeccion ortogonal Q, del punto A sobre r.

I

Vector normal: n=(1,1,1)
- mXx+y+z—-1=0

Punto: A0, —-1,2)
1
ng
x=1 _y=1_ z-1 X=y | ]
T T X=z —>y:3—>OA[3,
X+y+z—-1=0 X+y+z-1=0 .
z=—
3

Hallamos el punto simétrico A'(a;, a5, as) respecto de la proyeccion Q,.

, 2
a ==
3
11 7 [O+a{ —1+ad, 2+d .5
— = , , —>ia ==
3 3 3 2 2 2 3
0'3 :*g
s J 25 4
El punto simétrico de Arespectoderes A'| —, —, —— |.
3 3 3

:
3

’

:
3

|
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« Punto simétrico de B respecto de r.
Calculamos la proyeccién ortogonal Qg del punto B sobre r.

Vector normal: n=(1,1,1)
S TX+y+z+1=0

Punto: B(-1,2,0)
1
X=—-—=
3
x—1 y—=1 z—1 X=Y
= = 1 1
1 1 [ g =zr— y=—§—>OB?
X+y+z+1=0 X+y+z+1=0 .
7=——
3
Hallamos el punto simétrico B'(b}, b3, b}) respecto de la proyeccion Q.
e
3
[1/1(1]:[—1+b; 2+b 0+ }_} by =8
3 3 3 2 2 2 3
, 2
%773
o o 8 2
El punto simétrico de BrespectoderesB'| —, ——, ——|.
3 3 3
Punto simétrico de Crespecto ar:
Calculamos la proyeccién ortogonal Q¢ del punto Csobre r.
Vector normal: n=(1,1,1)
> T X+y+2z-1=0
Punto: C(2,0,-1)
1
X=—
3
x—1 y—=1 z—1 X=Yy
= = 1 11
1 1 1 — X=Z— yzgﬁocg,g
X+y+z-1=0 X+y+z—-1=0 .
7=—
3

Hallamos el punto simétrico C'(c;, ¢5, ¢3) respecto de la proyeccion Qc.

, 4
G = -
3
[1 1 1] [Z—I—d 043 —1+C§] L2
- = —|= . , -6 ==
333 2 2 2 3
C; =
3
o | 4 2 5
El punto simétrico de C respecto de res C 335

El tridngulo simétrico respecto a la recta r tendrd por vértices A, B'y C'.

:
3

|
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Halla el simétrico del punto P(0, 1, —3) respecto del plano cuya ecuacién es:

TX+y+z—2=0

Hallamos la proyeccién ortogonal Q del punto P sobre el plano .

Vector normal: = (1, 1,1)} x—0 y—-1 z+3
- =

Punto: P(0,1, -3) I

4
= =
1 3 x=y-—I ’
x_y-_z+ 7 4 7
1 1 1 —> X:Z+3 —)y:§—>O§,§7*
X+y+z-2=0 X+y+z-2=0
7=-2
3
Calculamos las coordenadas del punto P'simétrico de P respecto
de la proyeccion Q.
8
pr = 3
ro o '
i,l, ) _ 0+p , +p> , 3+p3 Sip :l
33 3 2 2 2 3
by — L
T3
o 18 1 1
El punto simétrico del punto P respecto del plano « es P [ ? ? —3].

Silos puntos P(2,0,2) y P'(3, 1, —3) son simétricos, halla el punto, una recta
y el plano respecto de los cuales dichos puntos son simétricos.
¢Son Unicos?

Los puntos Py P' son simétricos respecto del punto medio
del segmento PP".

Q ‘ ,
2 2 2

22" 2

2+3 o+123] [51 1]
-0

La recta respecto de la cual Py P' son simétricos pasa por el punto Q,
y su vector director es perpendiculara PP'= (1, 1, =5).

Un vector perpendicular a PP'esT = (5,5,2), por tanto:

5
X=—=45X\
2+
1
/’y:E'FS)\
1
7=——+2)
2
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El plano respecto del cual Py P' son simétricos pasa por el punto Q
y tiene por vector normal al vector PP'= (1, 1, =5).

Vector normal: PP' = (1,1, =5)

Punto: Q[S, i — 1]
2 2 2

1 x—i +1- y—i -5 z+i :O—>ﬂ:x+y—52—l:0
2 2 2 2

El planoy el punto respecto del cual Py P' son simétricos, son Unicos.

Sin embargo, como existen infinitos vectores perpendiculares a PP, hay infinitas

rectas respecto de las cuales los dos puntos son simétricos.

x+2 y—1_ z

Halla la distancia del punto P(1, 1, —1) alarecta r:

Calculamos el plano w que pasa por Py es perpendicular a r.
Vector normal: 0= (3,1, —2)

(3 =1 —-1-2 =0
Punto: P(1,1,=1) }_MT Wy =D

- m3x+y—2z-6=0

Hallamos el punto de corte de larecta ry el plano .

5
=
x+2 y—-1_  z X—=3y=-5
_ -z 25
3 1 2= 2X+3z=—-4;—> y:a
3x+y—-2z—-6=0 3x+y—-2z2-6=0 1
7
La proyeccion ortogonal de P sobre res Q [5, é _H]
14 14 7

La distancia del punto P a la recta res la distancia de P al punto Q.

2 2 2
d(PfQ)=\/[5—1] +[25—1] +[—]7]+1J _ 26

14 14

Calcula el perimetro del tridngulo de vértices:
A(0,0, —3) B(2,2,2) C(2,0,5)

Calculamos la medida de los lados del tridngulo.
d(AB) =|AB| =T 12 15 =B
d(A C)=|AC|=\2 +8 =168
d(8,C)=[6C| =(=2y +3 =13

El perimetro del tridangulo es:

P= 33 +J68 +13
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028 | Calcula el rea del tridngulo que forman los puntos:
A(2,0,0) B(—1,3,2) c1,—4,-1)
Toma, por ejemplo, como base el lado ABYy la altura sera la distancia del vértice C
a la recta que determinan los puntos Ay B.

Labasees:d(A, B) :‘A_é‘ =J(=3) +3¥+22 =J22

—2
La recta que determinan los puntos Ay Bes r: X 3 = % = é

Calculamos el plano w que pasa por Cy es perpendicular ar.

Vector normal: n= (-3, 3,2)

> 7 =3(x—1N+3(y+4)+2(z+1)=0
Punto: c@,—4,-1 } g

-7 =3x+3y+2z+17=0

Hallamos el punto de corte de la recta ry el plano .

7
X=—
x=2 _y _z 3x+3y =6 2
=L == 3
-3 3 21— 2X+3z=4r > 1y=——
—3x+3y+2z+17=0 —3Xx+3y+2z+17=0 12
7 =

7 3
La proyeccion ortogonal del punto C sobre la recta res Q[ S =1 ]

La altura del tridngulo es la distancia del punto Ca larectar.

2 2
d(c,r>d(c,o>\/[7—w] +[—3+4] b= [R5
2 2 4 2

Por tanto, el 4rea del tridngulo es:

.52
Area = 2 :5\/ﬁ

2 2

029 | Halla la distancia del punto P(2, 1, 0) al plano .

X=2—X+p
Ty =3XN—2n
Z=T4+X—2p

Hallamos la ecuacion implicita del plano .
Xx—2 y z—=1
| =1 3 1 |=—4x—-y—-—2z4+9=0->m4x+y+2z-9=0
1 -2 =2

|4-2+1-141-0-9|
= =0

d(p, )=
N

El punto P(2, 1, 0) pertenece al plano .
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Calcula la altura trazada desde el vértice D del tetraedro determinado por los puntos:

A(zl 0/ 0) B(_1r 3! 2) C(1I_4I _1) D(O/ 0/ 0)

Halla el plano determinado por los puntos A, By C, y obtén la distancia
del punto D a este plano.

Calculamos el plano que determinan los puntos A, By C.

AB =(-3,3,2) AC =(—1,—4,—1)
X—2 'y z

| =3 3 2|=5x-5y+4+15z-10=0->mx—-y+3z—-2=0
-1 —4 -1

_rro-1043.0-21 5 o7y

Altura=d(D, ©) = = =
JP (=1 43 N

12x—2y+3z=0

. . 0y
Halla la distancia que hay entre los planos: 7 Ax — Ay +67=12

Los vectores normales a los planos, T = (2, —2,3)yn'= (4, —4, 6),
son proporcionales. El punto P(3, 0, —2) € 7y P(3, 0, —2) € =, por tanto,
los planos son paralelos.

4.3—4.046-(—2)—12 J
d(“,ﬂ:d(Plﬂ,):\ (=2-12[ _ 12 _ 617
42 4 (—4)? + 67 \ 68 17
Calcula la distancia entre la recta r: - = y=2_2z y el plano
TXx+2y—3z—1=0. L ! !
El vector director de res U = (1, 1, 1), y el vector normal del plano
esn=(1,2,-3).
Comou-n=0yP(0,2,0)€ryP(0,2,0) ¢, larectay el plano son paralelos.
1.04+2-2-3-0-1
drmy = d(p,m = 10F |3 3Je
7+ 27 +(-3) V14 14

Calcula la distancia entre los siguientes pares de rectas.

g X_Y_ 2 G X _y+l_ 7
2 3 —1 1 -3 —1
b) X1yl z41 S:2x—3y:0
-1 -1 -1 2y —3z=0
a) Estudiamos la posicion relativaderys.
v, =(2,3, -1 (0,0, A
=231 fi(0,0 O)F R0, =(0,-1,0)
Vsz(]:_?):_]) Q5(O,7’|,O)
0o -1 0
Rango|2 3 —1|= 3 — Llasrectas se cruzan.
T =3 -1
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Por tanto, d(r, s) = d(s, w,), siendo =, el plano que contiene ary es paralelo a s.

x—0 y—0 z-0
iy 2 3 1 |=—6x4+y—92=0->7:6x—y+92=0
1 -3 —1

o1 (=n+9-0f 1 118

d(sr ﬁf):d(QSl ’“r)* — =
V6D (=12 +9° V118 118

b) La forma continua de la recta ses: x=0 _ y =0 _z=0
9 6 4

Estudiamos la posicion relativa dery s.
Vo =(=1,-1,-1 -1, -1, — —
S=h D G Ny T
v, =0(9,6,4) Q,(0,0,0)

1 1 1
Rango| -1 -1 —=1|=2

9 6 4

Como Vv, y v, no son proporcionales, las rectas son secantes — d(r, s) = 0.

034 | Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas.

r'2x+y—2=0} s‘x+y+z=0}

a)
z=0 x+y=0

b) res larecta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto P(—1, 2, 1),
y s es la recta que pasa por el punto Q(1, 1, 1) y es perpendicular
al plano ®: x=0.

a) Estudiamos la posicion relativa de ry s analizando el sistema formado
por los cuatro planos.

2 1 0 2 1 0 =2
0 0 1 0 0 1
A= A¥ = Rango (A) = Rango (A*) = 3
1T 1 1 1T 1 1 0 90 (A) 90 (A7)
1T 10 T 10 0

El sistema es compatible determinado. Son rectas secantes — d(r, s) = 0.

b) Calculamos las ecuaciones de las rectas.
PO=(1,—2, ) X0 _¥y=0_2-0
1 -2 —1

X=1+X
Vector normalam:v; = (1,0,0) = s: y =1

z=1
Estudiamos su posicion relativa.
V,=0,-2 -1 - —~
=02 PV2VL L o= (2,10
V. =(1,0,0) Q(1,1,0)
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2 -1 0
Rango| 1 —2 —1|=3 — Lasrectas se cruzan.
T 0 0

Por tanto, d(r, s) = d(s, w,), siendo T, el plano que contiene ary es paralelo as.

X+1 y—=2 z-1
| 1 -2 1 |==—y+2z2=0->7:y—-2z=0
1 0 0

jo+1-2a] 1 5

d(s, m,)=d(Q, w,) =
O P+ 5 5

Dados U = (3,4, —2)y v= (5, —1, 6), calcula:
a)u-v b) |U| o |V]

A UV=354+4-(=1)+(-2)-6=—1
b) [T]=T-T=J9+16+4 =29
o Vl=v-v=v25+1+36 =62

Halla el médulo del vector U = (3, —5, 2). Calcula también dos vectores unitarios
paralelos a él.

|T] = /3 + (=5 +22 =38

Vectores unitarios paralelos a U

3—143—5m—[ 2 2]
BN NECIENECIINET)
— 1 3 5 2
5o st 2]
’ 38 38 38 38
En general, no es cierto que |a|+|6|=]|a+ b|.Compruébalo con a=(—3,2,2)
yb=(1,—4,3).
15l=17 16] =26 la+b6l=](=2,-2,5|=V33
1l +|5]=|a+0b| > V17 +v26 = /33
:Como tienen que ser dos vectores para que se verifique que || + |b| =|d + b|?

Los vectores a y b deben ser paralelos y tener el mismo sentido, en caso contrario,
el modulo de la suma es menor.

Compruebacon U = (—5,1,2),v= (3,4, —1)yw = (2, 1, —4) que se verifica
la propiedad distributiva: - (V+w)=0-V+U-W.

+W=(55-5)>0-(V+w)=(=5)-5+1-5+(=5)-2=—30

2
U-V+U-w=-134+(-17)=-30
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040 | Dados los vectoresu =(3,1,2),v=(—2,3,—1)yw = (7, —2, 1), realiza
las operaciones posibles y explica por qué no se puede hacer el resto.

a) u-v+w b) U-(V+w) o (u-v)-w
a) No se puede realizar. El producto escalar U - vV es un nimero
y No se puede sumar a un vector.
b) V4w =(510)—>T-(V+w)=16
o (U-V)-w=—5w=(-35,10, =5)

041 | Demuestra que las diagonales de un paralelogramo solo son iguales

cuando sus lados son perpendiculares. Utiliza el resultado
que afirma que si los lados de un paralelogramo son U’y v, entonces
las diagonalesson U+ vV yu — V.

- =2 _> — — _>

\U+V\ = (@+V)- T+ =Tl + 20 V+ IV

TV =(@T=V)-(T=v) =TI =20V +IvI

Las diagonales son iguales si se cumple:

- V==2U-Vo4U-v=0->10-v=0

Es decir, si los vectores son perpendiculares.

042 | Los vectores U, V' y U — v forman un triangulo. Demuestra que se cumple
el teorema del coseno, aplicando la definicion de médulo
que proporciona el producto escalar |4 — V|>=(U — V) - (U — V).
Sillamamos g, by c a los lados del tridangulo:
a=lv=vl b=lul c=IVl
- =2 - - — 2 - — —2
Como [TVl =W-V)-(U-v) =t —=2u- v+ IV
2 =b*—2bc-cos A+ c?
Que es la expresion que conocemos como el teorema del coseno.

043 | Sabiendo que |u | =3, |V | =5y que ambos vectores son perpendiculares,
calcula el producto escalar: (30 — 2V) - 2u — V).

—

(3U+2V)-QU-V)=6U0-U+U-V=-2V-V=6-33+0-2-5=4

044 | Halla, en cada caso, el valor de p para que los vectores tengan médulo 7.
¢Hay siempre una Unica solucién? Razona la respuesta.

a) u=(2,-3,p
o w=(p, —1,6)

A N2+ (=3 +pt =T p =49-4-9>p=146
b) J(=5)*+p?+6> =7 — p? =49 — 25— 36 = —12 — No hay solucién
QNP H(=1)YP 462 =7T>p" =49—-1-36=12—>p=%12

Podemos obtener dos soluciones, una o ninguna.
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;Qué valor debe tomar t para que los vectores U= (3,t,5)y v = (2, —7, t) sean
perpendiculares? ;Y para que sean paralelos?

Para que sean perpendiculares, su producto escalar ha de ser 0.
(3,t,5-(2,-7,1)=6-2t=0->t=3

Para que sean paralelos deben ser proporcionales:

3 t 5 ) o,

— = —— = — —>No tiene solucién.

2 =7 t

No existe ningun valor de t para el que los vectores sean paralelos.

Escribe un vector de modulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas (1, 2, 1).
(Extremadura. Junio 2007. Opcién B. Ejercicio 4)
Llamamos U = (u;, u,, us) al vector que buscamos.
U= (uy, Uy, us) L (1,2,1) = (uy, Us, U3) - (1,2, 1) =ty +2u, +u; =0
Un vector que cumple esta condicion es U = (—2, 1, 0), pero no es unitario.
ComolTl= \/E un vector unitario que cumple esta condicion es:

— 1 -2 1
v=—-(-2,1,0)=|—,—,0
V5 [\/5 V5 ]

¢Cuanto debe valer m para que los puntos A(5, m, 7), B(3, —1, 4) y C(6, 5, 4) formen
un triangulo rectangulo con el angulo recto en B?
Los vectores BA — (2,m+1,3)y BC = (3, 6, 0) deben ser perpendiculares.
BA-BC=6+6m+6=0—>m=—2

Calcula la ecuacién de la recta perpendicular al plano «: 2x — 5y — z = 8 que pasa
por el punto P(3, 3, —5).

Vector normal a m: 1, = (2, — 5, — 1) X3 _y-3 _ 745
Punto: P(3,3,-5) ' -5 —1

Halla la ecuacién de un plano perpendicular a larectar: X g 2 =y+1= x+7

y que la corte en el punto P(5, 0, —9).

El vector director de la recta es el vector normal del plano:
n=(31-2)>m:3x+y—-224+D=0
P(5,0,—-9)ew® —>3:-540—-2(-9)+D=0—>D=-33
Elplanoesm: 3x+y—2z—-33=0.

Demuestra que en cualquier triangulo, sus lados verifican que a + b > c.

Consideramos como lados del tridngulo los vectores U, V y U + V.
Supongamos que no es cierta la hipotesis a + b > ¢, es decir, que se cumple
[T+ V] >Tal+IVl.
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Por ser ambos miembros positivos: T+vI > (Tl + 7))
T+VI = @+V)- @+V) =T + 20 V+ [V = T + 21TV Icos o + 1V
(T1+ W) =177 + 2TV + VT

SilT+7] > [Tl+Iv

, entonces:

Jal + 2017 cos o+ 171 > JaT + 200171+ 77 = 20717 cos o > 2/T 7]

Como cos o <1, la desigualdad no es cierta.

051 | Determina el plano paralelo a 5x — 3y + 2z — 7 = 0 que pasa
por el punto P(1, 2, 1).
Si'los planos son paralelos tienen el mismo vector normal.
n=(5-3,2)>m5x=3y+2z+D=0
P(1,2,)en—>51-3.242-1+4D=0->D=—-1->m5x—-3y+2z—-1=0
052

Realiza de dos modos diferentes el siguiente problema: ;Qué posicion relativa
2X — 3z=8
tienen larectar: X—y4oz yelplanon: x — y +3z =127
—X+2y+2z=3
iYlarectaryelplano~:3x —3y +z =67

+ Posicion relativade ry .

— Primera forma. Estudiamos las soluciones del sistema de ecuaciones conjunto

2 -1 3 2 -1 3 -8
A=|-1 2 2 A=-12 2 =3
1 -1 3 1 -1 3 -12

Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Sistema compatible determinado.

La rectay el plano se cortan en un punto.
- Segunda forma. Comparamos los vectores director y normal.
Calculamos el vector director de la recta.

X=———=
3 3

py= 14T o= (8 7))
Z=X\

Como -V, = 0, larecta y el plano no son paralelos ni la recta esta contenida
en el plano, entonces, se cortan.
+ Posicion relativa de ry ~.

— Primera forma.

2 =13 2 -1 3 8
A=]| -1 2 2 A= —1 2 2 3
3 =3 1 3 -3 16

Rango (A) = 2 = Rango (A*) = 3 — Sistema incompatible.

La rectay el plano son paralelos.
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- Segunda forma.
V,=(-8,-7.3)

_ —(—8-7,3-3,-3,1)=0
m=(3,-3,1)

Los vectores son perpendiculares, por tanto, la recta es paralela al plano

0 esta contenida en él.
P(1,0,2)er y P(1,0,2) & ~,larectay el plano son paralelos.

Expresa en forma implicita la ecuacién del plano perpendicular
al vector n = (3, —1, 10) y que pasa por el punto P(—3, —3, 2).
;Pertenece el punto Q(—4, 2, 5) a dicho plano?
Elplanoserd delaformam: 3x —y +10z+D =0
P(—=3,-3,2)ex > 3-(=3)—1-(-3)4+10-24+D=0—>D=-14
> m3x—y+10z-14=0
Elpunto Qcumpleque:3-(—4)—2410-5—14=0—>Q0¢ =

Conlasrectasr:(x,y,2)=(—=12,00+ X4, —1, m)ys: X+2 _y _z-1

halla m para que: —8 2 —6

a) Las rectas sean paralelas. En este caso, halla el plano que las contiene.

b) Las rectas sean perpendiculares. ;Se cortan? Si es asi, determina
el punto de corte.

Escribimos un punto y un vector director de cada recta.

V.o=(4,-1,m P(—1,2,0 —
=t ) ( N SBP = (1,21
vV, =(-8,2,-6) P (=2,0,1)
4 —1 m )
a) — = — = —— — Lasrectas son paralelas sim = 3.
—8 2 —6
Calculamos el plano que las contiene.
Dos vectores del plano son v; y P,_:BS y un punto P,(—1, 2, 0), por tanto:
X=—-1—8\—p
Yy =24+2N—2p
Z=—6X+p
bV, LV, -V, -V, =(4,-1,m)-(=8,2,—6)=—-32—-2—6m=0
7
- >m=—-——
3

Estudiamos su posicion relativa.

-1 =2 1
17

Rango| 4 —1 ——|= 3 — Lasrectasno se cortan, se cruzan.
-8 2 -6

’
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055 | Dadoslosplanos ™ mx+y+2Z2—7=0yx".3x+4y+z+1=0,hallam
para que los planos:
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.

m 1 2 . I ;
a) ? = — = — — No existe ningun valor para m que cumpla estas igualdades.
4

Por tanto, ™y ©' no pueden ser paralelos.

b)nm Ln —>n -n.=(m,1,2)-(3,41N=3m+44+2=0>m=—-2

056 | Sear:(x,y,z)=(0,3,3)+t(0, 1, 1). Demuestra que:
a) resta contenida en el plano w: 3x +2y —2z = 0.
b) res paralelaal plano®"3x+y —z—5=0.

Q) Vv, =011 P.(0,3,3) =032 -2
V, o m=0-341-241-(=2)=0-7, L,

ry « paralelos o r contenida en .

P.(0,3,3) emn—3-0+2-3—2-3=0— restd contenida en r.
b) V.=(0,1,1) P.(0,3,3) =311

V, He=0-341-14+1-(=1)=0-V, L7,

ry ' paralelos o r contenida en «'.

P(0,33)¢nw' —>3-041-3—1-3—-5=0—>resparalelaam.

—X+y+4z+7=0
6x —2y+2z+8=0
que la contenga y que sea perpendiculara w: 4x +2y —z—7 =0,

057 | Dadalarectar: }, halla la ecuacion de un plano

Escribimos las rectas ren forma paramétrica.

BN

2 2

25 13 1 25
ry=—"2C N[5 Pl —— —2,0 T _

S [ ST ] v=0513-2

El plano =" esta determinado por P, v, y el vector normal de &, 1, = (4, 2, —1).

1 25
X+— y+— z-0
2 2
" 5 13 -2 |=-9x—-3y—422z-8/=0
4 2 —1

T:3x+y+142z4+29=0

286



058

059

SOLUCIONARIO 5

Sean las rectas:
. 2x+y—z—3=0 S 2x+5z+12=0
"3x—2y—4z—3=0 "x—2y—3z4+5=0
Encuentra la ecuacion de un plano que:

a) Contenga ary seaparaleloas.
b) Contenga a ry sea perpendicular as.

Escribimos las rectas ry s en forma paramétrica.

9 6

X=—+—-X

77
ro 3 5. t—Vv, =(6-57) P,[,,O]
=TT
z=y
X=—6—%u
5: 1 11 =V, =(=10,-11,4) R[—6,—],OJ
y= 5 4 2
zZ=p

a) Los vectores directores del plano son los de ry s, y cualquier punto de r
pertenece al plano.

9 3

X—= -= z
7 777
| 6 -5  7|=57x—9%y—1162-33=0
-0 -1 4

b) Siun plano es perpendicular a s, todas las rectas contenidas en el plano
son perpendiculares a s, y por tanto, ry s deben ser perpendiculares.
ComoV, -V, =(6,—5,7)- (=10, =11, 4) = 23 = 0, las rectas
no son perpendiculares y no existe el plano que buscamos.

Calcula la ecuacién de una recta que corte perpendicularmente
X y—3 z—1

ar: —=2—"—=2"___ypase porel punto P(14, 3, 3).
5 - 3 y pase p p
Buscamos un punto Q € r, tal que PQ sea perpendicular al vector director
delarectar.

Un punto genérico de rtiene la forma Q (2N, 3 —2X\, 1+ 3X).
PQ = (2X—14, =2X, 3X — 2)
P_Q)-U):(Z)\—M,—2>\,3>\—2)-(2,—2,3):17>\—34:O—>>\=2
Asi,Q(4, —1,7)y PO = (—10, —4, 4).

4 _y-3_z-3

X —
Por tanto la recta es s: =
—10 —4 4
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060 | Halla la ecuacién de la recta que corta ary s perpendicularmente.

x=1 X=6—4pn
rry=1142X Sty==—24pn
z=—14+X Z=24p

Hallamos un punto P € ry un punto Q € s de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

P(L1T4+2XN, =14+ XN) €T

S PO=(5—4p, —13+p—2X, 3+p—\)
Q(64u,2+u,2+u)65}

PO-(0,2,1)=—5\+ 3u—-23=0] _ [\=—4
PQ-(—4,1,1) = —3X\+18p—30=0 w=1

P(1,3,=5)€r A
SN PO=(1,—4,8
Por tanto Q(2,—1,3)€5}_> Q = ( )
Luego, la recta buscada es: x—1_y=3_z+5
1 —4 8

061 | Investiga si existe un plano que contenga a la recta ry sea perpendicular a la recta s.

x =145X
I’:X_3:y7—i_1:i Sy:1—2>\
2 4 —1 72—\

En caso afirmativo, calcula la ecuacién del plano.
Siun plano es perpendicular a s, todas las rectas contenidas en el plano
son perpendiculares a dicha recta, y por tanto, ry s deben ser perpendiculares.
Como (2, 4,—1)-(5,—2,2) = 0 — Los vectores son perpendiculares.

El plano que buscamos tiene como vector normal el vector director de s
y pasar por el punto P(3, —1,0) € r.

T5x—=2y+2z+D=0
5:3=2-(=1)+2-0+D=0->D=-17
La ecuacién del plano que buscamos es w: 5x —2y +2z—17 = 0.

062 | Se consideran los puntos A(3, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, O, 1).
a) Halla la ecuacion general del plano w que los contiene.

b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a  y que pasa por el origen
de coordenadas. Halla también el punto de interseccion de la recta con el plano.

a) Elplano pasa por A(3, 0, 0) y tiene por vectores
directores AB = (—3,2,0)y BC = (0, =2, 1).

xX=3 y z
| =3 2 0|=2x+3y+6z-6=0
0o =21
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b) La recta perpendicular a m que pasa por el origen es:

X =2\
rry =3\
zZ=06\
Hallamos el punto de interseccion de la recta ry el plano .

2-2>\+3-3>\+6-6)\—6:O—>>\:%

. - 12 18 36
El punto interseccion es P| —, —, — |.
49 49 49

Encuentra la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:
Xty 22 Bi(x, y, 2)= (0,0, N+t(1,11)
2 1 0
(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 1. Opcion B)

Hallamos un punto P € r y un punto Q € s de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

P+ N 2)] =
(+ )}—>Po_(u—1—zx,u—x,u—1)

Qp, p, T+ )
P(1,0,2)
PQ-(2,1,0)=3p—5N—2=0 r=0 0[2,2}]
= - 2 = 3 3 3
PO-(1, 1, 1)=3u—3X—2=0 T——
pQ:[1,2,1]
3 3 3
Larectabuscadaest:x_1:y_ozz_z_n;X_]:lzz_2
1 2 1 -1 2 —1
3 3 3
Se consideran las rectas:
r'x—ay:1 S.x—2y—z:0
Cy—z=1 C x+y+z=8

Prueba que, para ninguin valor de g, ry s pueden ser paralelas y averigua el tnico
valor de a para el que se cortan. Para este valor de g, se pide:

a) Calcula el punto P interseccion de ry sy la ecuacion del plano w que las contiene.
b) Determina la ecuacién de la recta t que estd contenida en T y es perpendiculara r
en el punto P. Escribe la ecuacion de otras dos rectas que sean perpendiculares

arporel punto P.

(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 3. Opcién B)

Escribimos las rectas en forma paramétrica.

w01
x=14ax 3 3M
ry=»= — P (1,0,-1) g;y_g ) 605[136,2,0]
z=—-14+X Vi=1(a1,1) 3 3
Z=1p V.=(1,2,-3)
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Estudiamos si v, y V; son proporcionales.

a

1 1 ,
— = 5 # —3 — Las rectas no son paralelas para ningun valor de a.
1 —
Las rectas ry s son secantes si el rango de la matriz formada por P,_@S,V), yV,es?2.
a2
=10a—-20
a 1
1 2 =3

ryssecantes —»>Rango(A)=2—-10ad—-20=0—a=2

a) Resolvemos el sistema:

1+2>\:§—iu

A=y
3 3

-1+ X=p

3
AN=2
8 2 — { — El punto de interseccién es P(5, 2, 1).

El plano que contiene a las dos rectas es:
x=5 y—=2 z-1
™| 2 1 1 |=-5x+7y+32z4+8=0
1 2 —3

g

La recta t es la interseccion del plano w y otro plano perpendicular a la recta r
que pasa por P

El plano, ', perpendicular a rque pasa por P, tiene por vector
normal U= (2,1, 1) y pasa por el punto P(5, 2, 1) € «"

T 2x+y+z4+D=0
P(5,2,)en" > 2-5+24+1+D=0—>D=-13
El plano que buscamos es": 2x + y +z—13 =0.
La recta t es la interseccion entre los dos planos.
. 2x+y+42z-13=0
'—5x+7y+32+8—0}
Calculamos otras dos rectas perpendiculares a r que pasan por P.

SirLlr—=v, LV, = (u, uyus)-(2,1,1)=0

Por ejemplo: Yr= (0,1, =1) cumplen esta condicion.
ve=(1,-1,-1
Asi, las rectas:
X=75 x=5+a
riy=2+4n~ y Mmy=2—-a
z=1—1n z=1-«

Son perpendiculares a r que pasan por P.
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065 | Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1, 0, —1), es perpendicular
alplano x — y +2z +1= 0y es paralelo a la recta X—2y= g}

zZ =
(Andalucia. Junio 2001. Opcion A. Ejercicio 4)

El plano que buscamos tiene por vectores directores el vector normal al plano
y el vector director de la recta, y pasa por el punto A.

X =2\
Larecta en forma paramétricaesr: y =X =V, =(2,1,0)
z=0

T X—y+2z2+1=0 - Vectornormal:n = (1, —1,2)
La ecuacién del plano que buscamos es:
x—=1 y z41
w2 1 0 |=2x—4y—-3z—-5=0
1 —1 2

066 | Considera A(1,1,1),B(2,0,—1),C(5,2,1)yD(4,3,3).

a) Justifica que los puntos son los vértices consecutivos de un paralelogramo.
b) Razona si dicho paralelogramo es un rectangulo.

c) Determina la ecuacién general del plano que contiene a los cuatro puntos.
(Cantabria. Junio 2007. Bloque 3. Opcion B)

a) AB =DC = 1,-1,-2)- A_§y DC son paralelos y de la misma medida.
BC =AD = (3,2,2) — BC y AD son paralelos y de la misma medida.
Por tanto, son los vértices consecutivos de un paralelogramo.
b) AB -DC = (1, —1,—2)- (3,2, 2) = 0 — No son vectores perpendiculares.
No es un rectangulo, es un romboide.
c) Determinamos el plano con vectores directores AB y B_f,y pasa por A.
x—=1 y—=1 z-1
w1 —1 —2 |=2x—-8y+5z—-1=0
3 2 2

2x—y—2z+4+3=0
067 | Encuentra los puntos R pertenecientes a la recta: r: y + }

—2x+3y—z—1=0
tales que los segmentos PQy PR forman un angulo recto, siendo P(1,0,0)y Q(0, —1, 5).
(Navarra. Junio 2002. Opcidn A. Pregunta 2)

Escribimos la recta en forma paramétrica.

X==2+X
ry=—1+X{-v, =11
z=t
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SIRer—R(—2+ X\, =T+ X\ N)
PO = (=1, —=1,5) L PR=(=3+ X, =14+ X, \)

(—1,—w,5>-<—3+x,—1+x,x):3x+4:o+x:—%
S L 10 7 4
Por tanto, el Unico punto que cumple la condicion es R[g’ 7;' 3].

068 | Considera los puntos A(0, 3, —1) y B(0, 1, 5).
a) Calcula los valores de x sabiendo que el triangulo ABC de vértices A, By C(x, 4, 3)
tiene un dngulo recto en C.
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos (0, 1, 5) y (3, 4, 3) y es paralelo

a la recta definida por las ecuaciones: X—y+z=0
2x+y=3
A CALCB—CA-CB=(—x—1,—4) (—x,—3,2) =x* ~5=0— x = +/5

b) Escribimos la recta en forma paramétrica.

x:1fi>\

3

,=(0,-2,-3

TN il )

3
zZ=X
P(0, 1,5 —
(0,1,5) - PQ=(3,3 -2)
Q(3, 4,3)

Calculamos la ecuacion del plano que pasa por el punto P(0, 1, 5)
y tiene por vectores directores v, y PQ.

x y—1 z=5
T =2 -3 |=13x—-7y+9z-38=0
3 3 -2

069 | Halla la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:

x+z—1=0 n
h: 90°
2x+y+z+1=0
r-L:l:ZH 90°
1 2 &

Hallamos un punto Q € r; y un punto Q € r, de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

X=1-=X :
— X V4 -
ey =34 Nb o T=(=1,1,1) ’2371:%2 2* SV =(-112)
Z=A\ -
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Un punto genéricode larectaesres P(1—X, =34+ X\, \) }

Un punto genérico de r, es O(—p, p, =14 2p)

PO =(N—p—1,—N4p+3, —XN+2p—1)
PO-T=-3N+4p+3=0 L Han+3=0]_[h=5
PQ-V=—4X+6p+2=0 4N+ 6p+2=0 p=3

Por tanto los puntos son P(—4, 2, 5) y Q(— 3, 3, 5).
La recta que buscamos tiene por vector director PO = (1,1,0) y pasa por P(—4, 2, 5).
. x+4 _ y—=2 _z=5

1 1 0

Sean las rectas:
r'x+1_y—2_ z s'x—2_y+1_z+2

-2 2 —4 B 1 1
a) Hallar la ecuacién de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas
anteriores.
b) Hallar la perpendicular comun a las rectasrys.

(Madrid. Junio 2006. Opcidn A. Ejercicio 4)

a) Larectates lainterseccion de los planos wt y «', siendo = el plano que contiene
alarectar,y w'el plano que contiene a sy pasa por el origen.

0(0,0,0) Xy z
T U =(=2,2,—4) m|=2 2 —4|=8x+4y—-2z=0
FO=(-1,2,0) -12 0

T4x+2y—z=0

0(0,0,0) Xy Z
v, =(311 S w3 1 T |==x+8y—-5z=0
Q.0=(2,-1,-2) 2 -1 2

Por tanto, la recta t es:
 4x+2y—z=0
—x+8y—57=0

b) Buscamos un vector i = (q, b, ¢) perpendicular a los vectores U, y v; .

a:—%x
(a,b,¢)(=2,2,—4)==2a+2b—4c=0 N .
(a,b,c)-(3,1,=3a+b+c=0 b=Z>\
c=X

Por ejemplo, un vector que cumple esta condicion es i = (=3, 5, 4).

La recta perpendicular comUn ary as es la interseccion de los planos wy =',
siendo T el plano que contiene a r y tiene por vector director 17, y ©' el plano
que contiene a s y tiene por vector director 1.
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072

F(-1,2,0) X+1 y=-2 z
U =(=2,2-4) t>m| =2 2 —4|=28x+20y—4z-12=0
n=(-3,5,4) -3 5 4

- T /x+5—-2-3=0

Q,(2,-1,-2) X—2 y+1 z+42
TV, =(311 > 3 1 1 |=—=x—15y+18z+23=0
n=(=3,54) -3 5 4

Por tanto, la recta perpendicular comun a larectary s es:
/7X+5y—z—-3=0
—Xx—=15y+18z+23=0

Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2, —1, 1) y corta
perpendicularmente la recta:

x—3 y+1_ =z

3 1 2

Calculamos el plano que es perpendicular a la recta y pasa por P (2, —1, 1).
Vector normal: v, = (3,1,2) > m:3x+y+2z+D=0

P2, -1, Mem—>324(-N+2-1+D=0->D=-7

El plano buscadoes m:3x +y +2z—7 =0.

Hallamos el punto de corte de la recta y el plano.

39
X =
14
X—3 +1 z
=¥r_z 15
3 1 21— y:_a
3x+y+2z—-7=0 1
z7=——
7
Larecta pasa porP(2, —1,1) yQ[ﬁ, —E, —i] SPQ = (11, =1, =16).
14 14 7
La recta que buscamos tiene como vector director PO y pasa por el punto P(2, —1, 1).
. x=2 y+1 z-1
R — -16

Dados los puntos A(1, 1, 1), B(—1, 3, 1), C(1, 0,0) y D(0, 2, 0); se pide hallar el punto P
perteneciente a la recta determinada por A y B tal que el tridangulo CDP sea
rectdngulo con hipotenusa CP.

Xx=1—2N\
La recta que pasapor Ay Bes:rs: y =142\
z=1
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Un punto genéricode riges P(T—2X, T+ 2X, 1).

D_EL[S,B%(1,—2,0)~(1—2>\,—1+2>\,1):0%3—6>\:O—>>\:%

Por tanto, el punto que buscamos es P(0, 2, 1).

x=1_y _z—1
4

de ecuacién 2x — y + 3z = 0. Determine v y 3 en cada uno de los siguientes
casos.

Considere la recta r, definida por y el plano

a) Larectares perpendicular al plano .
b) La recta r estd contenida en el plano .
(Andalucia. Ao 2007. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 4)

r: x| =L z-1 >V, =(a, 4,2)
o1 4 2

m2x—y+Bz=0->7, =(2,-1,8)

a=-8
- . ) —~ a 4
a) v, tiene que ser proporcional a n, = ? =—

2
= — — 1
=1 B B:—;

b) Elpunto” (1,0, er —>2-1-1-04+B-1=0>03=-2

V, = (a, 4, 2) es perpendicularan, = (2, -1, =2):
V,on=0->(a,4,2)-(2,-1,-2)=0>5a=4

Decide si el plano 6x — 4y + z — 1= 0 pertenece al haz de planos definido
2x—y+4+2z—3=0
y+2z—8=0

En caso afirmativo, exprésalo como combinacién lineal de los dos planos
que definen la recta.

por la recta

Estudiamos si el plano contiene a la recta.

2 =11 2 =11 =3
A=|0 1 2 A*¥=|0 1 2 -8
6 —4 1 6 —4 1 -1

Rango (A) = Rango (A*) = 2 — Sistema compatible indeterminado

El plano pertenece al haz de planos definido por la recta. La expresion del plano
como combinacion lineal de los dos planos que definen el haz de planos es:

6X—4y+z—1=a2x—y+z-3)+0(y+2z-38)
6=2a
—4=—-a+8 a=3
%
1=a+28 B=—1
—1=-3a -8B
As6x —4y+z—-1=32x—y+2z—-3)—(y+22-38)
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075 | Determina un plano que contiene a la recta:
xX—2y—5z=0
2x —y+3z—8= 0}
y que sea paralelo al plano 6x 4+ 22z —1= 0.

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta.

r._ 8 Ex —v, =(11,-8,-3) 3[16’8'0]
Y*3 3 3
Z=X

76X+ 227 —1= 0 — Vector normal: n, = (6,0, 22)

Como w'paraleloan — w:6x +22z+D =0

ComoP,[m,g,O
33

6r—>6~£+22~O+D:0—>D:—32
3
Por tanto, la ecuacion del plano que buscamos es " 6 x + 22z — 32 = 0.

076 | Halla un plano del haz de planos de la recta:

x—1

r: =y+2=z-1
que sea perpendicular a la recta:
x =1+t
sty =2t
z=-—-3+t

Expresamos la recta en forma implicita:
—1=2 —Jy—5=

- X y+4 5 x—2y—=5=0

y+2=2z-1 y—z+3=0
El haz de planos es:

ANx=2y=5)4+y—z4+3=0->3Xx+1-2Ny—2—-5X+3=0

Buscamos un plano del haz cuyo vector normal sea paralelo al vector U, = (1, 2, 1).
N 1—2XN —1

= — — No tiene solucion.
1 2 1

Por tanto, no existe el plano pedido.

077 | Calcula, empleando el haz de planos, la ecuacion del plano que contiene
3x —2y+4z=28
5x —2y+z=5

alarectar: } y que pasa por el punto P(1, 0, 3).

El haz de planos que contiene a la recta es:

3x =2y+4z—-8+XN5x—-2y+2z-5)=0

Como debe pasar por el punto P(1, 0, 3):

3.1—=2.044-3-84X(5-1-2-043-5) =0 x=—_
3
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El plano que buscamos es:
3x—2y+4z—8—%(5x—2y+z—5):O

26 8 5 11
X+—y+—2z+—=0—>206x—-8y—52—-11=0
3 3)/ 3 3 4

Clasifica en agudo, obtuso o recto el 4ngulo que forman Uy vV segun el signo
deu-V.

)
)

Siu-V>0—costuV>0—UVesagudo.
SiT-V<0—cosUV<0—UV esobtuso.
SiT-v=0-—>cosu v=0—UV es recto.

;Para qué valores de k los vectores a= (k, 3,5) y b = (2, —4, —2) forman
un dngulo obtuso?

a-b=2k—12-10
Formaran un dngulo obtuso cuando: 2k — 22 < 0 — k < 11

Determina el angulo que forma el vector U = (3, —2,4) con v = (4,0, —1),
y encuentra otro vector que forme el mismo angulo con V.

uv=s8 lul=+v29 IVl=+17 ecosu:L:o,%O?)—m:és,ss"

J29 17

—

Para que w = (a, b, ¢) cumplaquew v =u v:

—

u-v w-v  4a—c
OSQU= —— = =
Givl  Iwlvl  wlv]
Es decir,|w | = 7] y4a — ¢ = 8.Porejemplo, w = (3, 2,4) cumple estas condiciones.

Halla el angulo que forman estas parejas de vectores.
a) U=(4,-1,3)yv=(,0,2)

b) G=(54—-1)yv=(, -3, -2

Q u=(—4,25yv=(1,3-2)

d) U=(6,8—-4yv=(=9,—12,6)

18
a) cosa=——=0,9791 > a = 11°44'34"
\N26 413
b) COSOL—L—O—)u—OO
NA42 N7
-8
¢ cosaa = —— =-—0,3187 - o = 108°31'10"
V4514
d) osa=——t o =180
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082

083

084

085

Determina la proyeccion ortogonal del vector U sobre el vector V.
a) a): (3/ _5/ 2) Y 7: (1/ 2/ 0)
b) U= —-1,-2yv=03-21)

v -7 75 ~ oV 12 614
\

Q) Poysi=— = —— =—-"" b) Proys U =

vVl s 5

;Qué valor debe tomar a para que el angulo que forman u = (1,2,2)yv=(—3,1,a)
mida 60°?
cos6r=—29=1__ 1 75 _16a—8=0

3710 + @ 2

.. S 8+ 3V74
La Unica solucién vélidaesg = ——.
7

Si Uy vV son vectores ortogonales y de médulo 1, halla los posibles valores
del pardmetro real a para que los vectores U + av'y U — av formen un angulo de 60°.

T+av)- (T—an)=0-T—av-v=lil -Vl =1-a

T+an)- (T+an) =Tl +2a0V+ @Vl =1+ > T+ av|=V1+a*

(T—aV) (T—av) =Tl —2a0-V+ @V =1+ s |T-avi=V1+a*
(T+av)- (T—av) @ AR

3

1—
cos 60° = = =
|T—avllT—aVl J1+a? N1+ a2 2

Decide si el tridngulo de vértices A(—2, 4, 0), B(3, —3, 1) y C(6, —2, 4) es rectangulo,
acutangulo u obtusangulo.

| AB|=1(5,-7,1)| =543
|AC|=1(8, —6, 4)| = 2/29
18Cl=1(3,1,3)| =19

El lado mayor es | AC |y ademés:
|ACI =116 > | ABI" +|BCI =19+ 75

Por tanto, el tridngulo es obtusédngulo.

086 | Calcula el angulo que forman @y b, sabiendo que |@|=3,|b| =8

yque|d + b| =6.

G+8l =lal +23.5+16 >36=9+2a-5+64
5T b= (36-9—64) =L
2 2
T T =2 15Tl a=3-8cosa— cosa = —SL —5 o = 140°25' 43"
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Obténelvalorde |d — b|,si|d| =4y |b| =7yel 4ngulo que forman Gy b es de 67°.

- -

(a—-b)-(a—b6)=lal—2a-5+6f
|G—BI'=16—-2-4-7cos 67°+ 49 = 4311 — |ad— bl = 6,56

Si|u| =3y|V|=4yambos vectores forman un angulo de 135°, determina el
angulo que forman los vectores 2u + V' y 3u — 2V.

QU+V)-3T—2V)=6lul —T-v—2vI'=6-3 —3-4.c0s135° — 2. 4 =

=6v2 +22
QU+V)-2U+V) = 4lul + 47 v+ VI
[20+V]=4-3+4-3-4.c05135°+ 4> = 4,249

— — — — —|2 - — —2
(3U+2V)-(3U—2v) =9lul =120V + 4Vl
37— 271 = /9.3 —12-3-4-cos 135°+ 4- 47 = 15,7106

coso = 2UFV)-Bu=2v) 632 +2 — 0,4566 — o = 62°49'55"
[20+7V]-130—2v] 4,249 -15,7106

Demuestra que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Los dos vectores, Zyg gue generan un rombo tienen el mismo maédulo. Sus

; AR At k=N T T
diagonales sona + by a — by su producto escalar(a + b)(a — b) = lal” =16l =0
Por tanto, las diagonales son perpendiculares.

Determina los dngulos que describen las siguientes parejas de rectas.

x=T1—X

a)rry=4—Xx s:XIZ:%ZZ;H
z=242X\ N

b) r:x—1:y+2:z—1 S:x+1=y—1:z—2

6 —4 2 -3 2 —1

X=-x 2 6

Q riy=2—4x X y-;z_O}
7=7+14x X haz=

d)r: 2x—y+3z=0 5:x+1=y+4=z—2
3x —2y+4z=5 2 2 —1

QU =(-1,-12)yv=(3-4,2)
TV 5

ol Ve vao

b) U, =(6,—4,2)yV, =(=3,2,-1)

gvl o ®

7l VT Jse 14

cos o = =0,379 5> a = 67°43'37

s o =

299



300

Producto escalar

091

)
X =4X
5 -~
s:y:73+§>\ -V, =(8,5,2)
9

Z=X\
UV=0—a=90
dvi=022-1
X=-5—=2X\
rry==10-Xt—>u =(=2-21)
Z=X\
17Vl 7 o 4y cpn
OSQU = ———=7 = =0,9526 -5 o =17°42'56
lal-vl e -3

Calcula el angulo que forman estas parejas de rectas y planos.

x=—1+X
a) m:x—2y+3z=8 rry=2+42Xx
z=3—X\
b) m:x—3y—z=6 pX=3_y=3_z-1
2 2 —4
2y — —
Q) mw2x+42y+2z=-3 X+ y—3z=8
—2x+y+z—4
ne=(1,-2,3) , 7, -7
a) —>a=90"—arc ©s| ——— | =
 =(1,2,-1) PARES
—90°—arccos[ 6 ] 90° — 49,1° = 40,9°
NG ' '
no=(1,-3,—1 a,-n,
b)i“ ( ) — o = 90° — arc s Lu i
u, =(2,2,-4) [a,1-1n,
= 90° — arc cos[ ]— 90° — 90° = 40°
0 =222
X=X\
ry=4+xi-u=011
Z=\
90° — arc COS[ Uy 7| ] 90° — arc cos[ 6 ] 90° — 0°= 90°
o= — —|= — _ | =
G173, | NEWNIP)
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Halla el angulo que definen estas parejas de planos.
a) aw2x—y+3z=-9 B:2x —2y —2z=19
b) a: —x + 5y +3z=—1 B:3x+5y+7z=9

X=—2+t+3s
Q) o —4x+12y—28z=—-13 PB:y=2—-2t+s

z=1—t

no=1(2-13 .
a) ( ) = NNy =00 =090

ng =(2,-2,-2)

m =(-153
o ( )

ng =(3,5,7)

T - 1Ty
cosoe:‘ s —0,7978 = o = 37°4'45"

|nal- Il 3583
c) Escribimos el plano 3 en forma implicita.

xX+2 y—2 z-1

B:1 1 -2 —1 |=x-3y+7z+1=0

3 1 0
e =(—4,12,-28) A, - 75 236 .
~ — 0s o = = =1l->a=0

y=(1,-3,7) |7l 17| Joaa 59

Determina el vector o vectores unitarios, V= (a, b, ¢) (cona > 0,b > 0, ¢ > 0),
0y — .
que forman un dngulo de 6 radianes con el vector u= (1, 1, 1) y un dngulo de %

radianes con el vectorw = (2, 0, 2).
(Galicia. Junio 2002. Bloque 2. Pregunta 2)

Planteamos un sistema con las condiciones del enunciado.

WVi=Ja? +b* + ¢ =1

w u-v a+b+c 3
s —=—"—"-= =
6 Ial- 1V ﬁ 2
T WV 2a+2c 2
s — == =—-—
4wl vl J8 2
Quitando denominadores y suprimiendo las raices obtenemos el siguiente
sistema:

at+b 4+ =1
a—}-b—f—c:3
2

a+c=1
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Este sistema tiene dos soluciones:

2-2 2++2
a=— a=—
4 4
b=~ b=
2 2
2442 22
T4 T4

Por tanto, existen dos vectores que cumplen las condiciones del problema:

~ [(2-42 112+\/5] - {2%5/1'2—\5]

4 2" 4

Vi= ,— =

4 "2 4

094 | Dadas las rectas:
r:x—y+2:0 . x=2
z=-1 y—z—5=0
a) Determina su posicion relativa.
b) En caso de cortarse, determina el dngulo que forman y el punto de corte.

a) Pasamos ambas rectas a forma paramétrica.

X==24+X

Cy+2=0 _
p XY 1}—>y:>\ ST =110  P(=2,0 -1
=T z=—]
X =2
xX=2 _
s —y=5+p;—->v,=(011) 0Q(2,5,0)
y—z—-5=0 S

Estudiamos el rango de la matriz formada por los vectores PO = (4,5,1), U yv,.
4 5 1

A=|1 1 0|—>Rango(A)=2
0o 11

Como los vectores Uy V no son paralelos, r y s son secantes.

=z

Angulo que forman:

6. 7| 1 L oa=6r

w222

Calculamos el punto de corte.

oS v =

—2+XN=2
=14
A=54+pr—>
p=—1
1=

El punto de corte entre las dos rectas es C(2, 4, —1).
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Calcula el angulo que forma el plano x + y + z=0 con la recta

de ecuaciones ty=1 .
y+z=1
(Extremadura. Septiembre 2006. Repertorio A. Ejercicio 2)
: x=1—t
X = .
r: Y ->ry=t - U =(-11-1
y+z=1
z=1-t

TX+y+z=0->n0,=(,1,1)

T, - 7| ] [ 1 ]
a =90 —arccos| ————|=90"—arccos | ——=|=19,47°
[anﬂ J343

Sean y 7' los planos del espacio R?, determinados del modo siguiente:

El plano = pasa por los puntos (0, 2, 1), (3, —1, 1) y (1, —1, 5) y el plano ' pasa

por los puntos (3,0, 2), (2, 1, 1) y (5, 4, —2). Se pide calcular:

a) Una ecuacidn paramétrica de la recta interseccion de los planos wy ='.

b) El dngulo o que forman los planos ®y ='.

c) Laecuacion del plano que contiene a la recta ry forma un angulo de 90°
con el plano .

(C. Valenciana. Septiembre 2003. Ejercicio B. Problema 4)

+ Plano . N _
P0,2,1) QE,-1,1) R(1,-1,5) PQ=(3,-3,0) PR=(1,-3,4)
X y—2 z—1
w3 =3 0 |=—12x—=12y —62z24+30=0->m2x+2y+2z—-5=0
T =3 4
« Plano «'. . .
P'(3,0,2) Q'(,1,1) R'(5,4,—-2) PQ'=(3,-3,0) PR = (2,4, —4)
X—3 y z-=2
| =1 1 =1|=-6y—6z412=0->71"y4+2z-2=0
2 4 -4
X=X
a) r: 2X+2Y+Z_5_O}—>r:y:3—2>\
y+z-2=0 z=—-142X\
b) cos o = ‘_T“ﬁ)“‘ -3 :£—>0¢:45°
]l 32 2
P(0,3,-Ner X y—3 z+4+1
o u=>0-2,2)t->x"1 =2 2 |=—6x+3y+62—-3=0
n=1(2,2,1 2 2 1

> 7" 2x—y—2z41=0
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X+2y+5z=m
X—y—z=-=-2
x—1_y+1_z—4
3 5
Calcula el coseno del angulo que forman ambas rectas.

097 | Averigua para qué valor de mlarecta r: } se corta

con larectas:

Estudiamos el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de las dos rectas.

X+2y+5z=m
2x—y—z=-2 X+2y+5z=m
x=1_y+11 2X—y—z=-2
>3 3x =2y =5
y+1 z—4 Sy—=3z=-1
3 5
1 2 5 T2 5 m
1 — 2 -1 =1 =2
a2 -1 - A
3 2 0 3 =2 0 5
0 5 =3 0 5 =3 =17
1 2 5 m
1 2 > 2 1 1
—1 —1|=0—>Rango (A)=3 =12m—327
3 -2 0
-2 0
0 5 =3 =17
-Si12m—327:0—>m:%eRango(*):3
A 327 .
-S|12m—327¢0—>m:T%Rango(A):4
) 327 ) )
Sim= TS — Rango (A) = Rango (A*) = 3. El sistema es compatible
determinado. Las rectas ry s se cortan en un punto.
Determinamos los vectores directores de las rectas.
_m—-4 3
5 5
_2m+2 N 15T =(-3,-115)
5 5
Z=X
.. X —1 _ y+1 _ z—4 ST =(23,5)
2 3 5
El dngulo que forman ry s es el que forman sus vectores directores.
cos o = uevl 14 =0,1824 — o = arc cos 0,1824 = 79,49°

1Tl IV1 155438
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Consideremos los planos:
T:X+y—6=0 T:2X+4y +Xz+2=0
donde X es un parametro real. Se pide:

a) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion
de los dos planos T, y 7, cuando \ = 4.

b) Calcula razonadamente X para que los planos «; y &, se corten formando
un dngulo de 45°.

(C. Valenciana. Septiembre 2002. Ejercicio A. Problema 3)

A SIN=4> m2x+4y+47z4+2=0->mix+2y+2z+1=0

6—0 x=1342X\
: 2X+2y_]o}—>r:y:—7—2>\
X+2y+2z41= SN
Ay =(1,1,0) } |7 - ol 6 1
by " — 0545 = ———"— = =—
o =(2,4,%) ml-ml V2 Jao4n V2

—»6=v20+N 5>X=14

Dados los planos =, y T, de ecuaciones:

T:X+2y+z+3=0 T:2X+y—2z—6=0
se pide:
a) Calcula el angulo o que forman los planos T« y ,.

b) Calcula la ecuacién paramétrica de la recta r, interseccion
de los planos T« y ..

c) Comprueba que el plano & de ecuacién «: x + y — 1= 0 es el plano bisector

. , @
de T, y T, es decir, ™ forma un angulo > con cada uno de los planos T, y T,

donde a es el angulo obtenido en el apartado a).
(C. Valenciana. Septiembre 2007. Bloque 2. Problema 2)

a) n=021) }—mosoa— i-ml ___6 —l—>u—60°
n,=(2,1,-1 Iml-Iml Jede 2
5 320 X=54+X
X z =
b) r:2+ y+ +6 O}ﬁr:y——él—)\
Xty-z+06= zZ=X

QO mx+y—-1=0-n.=(1,1,0

moml 3 V3

os=——7—= =— —>03=30
[ml-[m] - Jed2 o 2
cos N = Mol _ 3 gew:?)o"

ml- 15 Jev2

Por tanto, el plano T es bisector de los planos T, y .
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100 | Dadoslarectar: x=-1 yelplanom: x + y —2=0:
y—z—1=0
a) Determina su posicion relativa.
b) En caso de cortarse, determina el dngulo que forman y el punto de corte.

x=—1
X =1 ~
a) r —o }er:y—H—)\ —->u,=(0,11)
y=z=1= Z=2X

TX+y—2=0->n,=(1,1,0)

Como U, =11, = 0 — Los vectores no son perpendiculares, y por tanto, el plano
y la recta son secantes.

u, =(0,1,1
o) g, (0,1,1)
n, =(1,1,0)
u—90°arccos[ \EE:\ ]—90°arccos[ L ]—30o
lu |- V22

El punto de corte lo hallamos resolviendo el sistema formado por todas
las ecuaciones.

X =1 x=-1
y—z—1=0 =>iy=3
X+y—2=0 z=72

Por tanto, el punto de corte es P(—1, 3, 2).

101 | Dadas las rectas:

r.y=2x+1 S.x+3_y—}—3’»_z+2
Tz=2x41 ) 2 1
encuentra una recta bisectriz de ry s (una recta bisectriz de otras dos pasa

por el punto de interseccion de estas, esta en el mismo plano que ellas y forma
el mismo angulo con ambas).

Hallamos el punto de interseccion de las rectas.

y=2x+1

Z=2x+41 X = ]
X4+3 _yH3t sty =
2 2 _
y+3 z42
T2

El punto de interseccion dery ses P(—1, =1, —1).
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Determinamos los vectores directores de ry s.

X =\

=2x+1 —~

r:y + S>ry=2x+1;->u=(»122
z=2x+1

z=2N+1

GXHE3_yH3 242 g0
2 2 1

— —

U - w VW

AR AR

a+2b+2c  2a+2b+c

3[lwl 30wl

a—c=0—->a=c

Los vectores w que buscamos son del tipo w = (q, b, a).

Ademds, el vector w tiene que pertenecer al plano determinado
por las rectas ry s, es decir, tiene que ser linealmente dependiente de los vectores
directores de las rectas.

a b a
1 2 Z:O—>3b—4a:0%a:%b
2 21

Si hacemos b = 4, un vector puede ser w = (3, 4, 3).
La ecuacién de la bisectrizde ry s es:

x=—1+3¢
ty=-—1+4t
z=-—1+43t

Calcula la altura que parte de B en el tridngulo de vértices A(3, —1, —2), B(4,2, 1)
y C(5, 3, 4), haciendo uso de proyecciones de vectores.
B

D
C

—

AB=(1,3,3) AC =(2,4,6)

| ABl =19 |ACl =214

p=|AD| = Proyz AE:AB'_)AC: 32 _ 8vi4
el NP 7

h=+IABI" = ADI" =0,8452
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103 | Dada larecta: r: X;5 = y;3 = 241_17 yelplano w: 2x +y —3z+8 = 0:

a) Decide su posicion relativa y, en caso de cortarse, el angulo que forman.
b) Calcula la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano .

a) U=@25-11 ne=021-3)

Como U, = n. = 0 — Los vectores no son perpendiculares. La recta corta al plano.
u-n 42
| | = 90° — arc (05 ———— = 66,42°

u-n
lul- 7l J150 V14

b) Calculamos el plano &' que contiene a r y corta perpendicularmente .

o = 90° — arc cos

P(5,3,=7)er xX—=5 y—3 z+47
U =(2,5-1)t->xn: 2 5 11 |=—4x—16y—82z+12=0
n.=(2,1,-3) 2 1 -3

> Tmix+4y+2z2-3=0

La recta s, proyeccion ortogonal de la recta r sobre , es el corte
delos planos my ="

5~2x+y—3z+8:0

: -S> y=2—-X\
X+4y+2z2—-3=0

} X=-=5+2\
Z=X

104 | Calcula el punto simétrico de P(6, 10, 22) respecto
del plano2x 4+ 3y +7z—10=0.

Hallamos la proyeccion ortogonal Q del punto P sobre el plano .
« Recta perpendicular a © que pasa por P.

X=6+2\
P(6,10, 22)
. —ry=104+ 3\
n.=1(2,3,7)
Z=22+7X\

« Interseccién entre la recta y el plano.

X=6+2X\ x=0

y=1043X y = 11

—n4n| ] z=1 Q@D
2X+43y4+77-10=0 X=—3

Q es el punto medio entre Py su punto simétrico P'(a, b, ¢).

a=—6

(0,1,1) = 6+a'10+bl22+c b—_g
2 2 2

c=-20

El punto simétrico del punto P respecto del plano w es P'(—6, —8, —20).
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Halla la proyeccion ortogonal P' del punto P(7, 3, —3) sobre el plano w: 3x + y — z = 5.
Comprueba que la distancia de P al plano es la misma que la distancia a P".
Utiliza P' para calcular el punto simétrico de P respecto del plano.

Hallamos la proyeccion ortogonal P' del punto P sobre el plano .

« Recta perpendicular a © que pasa por P.

P(7.3 —3) x=74+3X
n, (é 11_1)}_””:3“\
e =120 L= z=-3-X\

- Interseccion entre la recta y el plano.

x=743X x =1

Yy=34+X y=1 P11 -1

FENEEEN Ind PRI a LI
3x4+y—z=5 A=-2

Veamos que las distancias son iguales:
_ 374335l - 2 Ly

Jo+i+1
d(p, P)=1PP'l=(=6,—2,—2)| = Va4 =211

Calculamos el punto Q(gy, g,, g3) simétrico del punto P respecto al plano .

d(P, ™)

G =-=5
7 3 -3
(0, -n=|lt9 24% a6 | 1,
2 2 2
g =1

El punto simétrico del punto P respecto del plano wes Q(—5, —1, 1).

Obtén las coordenadas del punto simétrico a P(2, 1, 17) respecto de la recta r, cuya
ecuacién vectorial es: r: (x,y,2) = (—1,4,2) + X(2, 1, 4).

Calculamos la proyeccién ortogonal Q del punto P sobre .
« Plano perpendicular a r que pasa por P.

P(2,1,17)
_ > m2x+y+4z—-73=0
u, =(2,1,4)
« Interseccion entre el plano y la recta.
x=—=14+2X x=5
y=4+X y=7
57,14
7= 244N 74— )
2x+y+4z—-73=0 A=3

Hallamos el punto simétrico P'(a, b, ¢) respecto de la proyeccion Q.

a=238

(5.7,14) = 2+al1+b,17+c Syt
2 2 2

c=11

El punto simétrico de P respecto de larestares P'(8, 13, 11).
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107 | Considera el punto P(2,0, 1) y la recta:

r'x+2y:6
' z=2

a) Halla la ecuacion del plano que contieneaPyar.
b) Calcula el punto simétrico de P respecto de larectar.

a) Escribimos la recta ren forma paramétrica.

Sy —6 X=6—2\
hx+§: }%ﬁy:x ST =(=21,0 Q.6,0,2)
- z7=2

El plano que buscamos tiene como vectores directores U, y PQ,, y pasa
por el punto P.

P(2,0,1) x—=2 y z—-1
UG =(-210t>m| -2 1 0 |[=x+2y—4z+2=0
PQ, =(4,0,1) 4 0 1

b) Calculamos la proyeccion ortogonal Q del punto P sobre r.
« Plano perpendicular a r que pasa por P.

P(2,0,1)

. i=2 4=0
U,:(*Z,‘I,O)}%’Tr X+y+

« Interseccion entre el plano y la recta.

_
X+2y=6 >
z=2;—> y:é _)Q[MISIz]
2x+y+4=0 > >
z=2

Calculamos el punto P'(a, b, ¢) simétrico del punto P respecto al plano .

18
=5
[M 8 [2+a 0+b 1+c¢
—, = 2|= s , 4 16
5 2 2 2 b=—
5
c=3
o | 18 16
El punto simétrico del punto P respecto del plano « es P [ ? ? 3 ]

108 | Para cada valor de a los puntos P(1, 2, 3) y A(0, 1, a) son simétricos respecto
a un plano.
Halla, de forma razonada, la ecuacion de dicho plano. En particular encuentra
el plano paraa = 2.
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Hallamos el plano que pasa por el punto medio M del segmento PA
y cuyo vector normal es el vector PA.
M i i 3+a
2 2 2 >m—=-X—y+(a-3)z—
PA=(—1,—1,a—3)

a’—13

=0

Paraa:2—>m:—x—y—z-l—%:O—Mn:2x—|—2y+22—9:0

Escribir las ecuaciones implicitas de una recta con la direccion del vector (1, —1, 0)
y que pasa por P', siendo P' el simétrico de P(0, —2, 0) respecto
alplanom: x +3y +z=5.

(Aragén. Junio 2007. Opcion A. Cuestion 4)

Hallamos la proyeccién ortogonal Q del punto P sobre el plano .
+ Recta perpendicular a © que pasa por P.

P(0, -2, 0) =X
e —ry=-2+3X\
n, =(1,3,1)
Z=X\
« Interseccion entre la recta y el plano.
X=X\ x=1
y==243 L 1y=1_00,1,1
Z=X z=1
x+3y4+z-5=0 A=1
Calculamos las coordenadas de P'(a, b, ¢), punto simétrico de P respecto de .
b a=2
(=] 2Fa 2250 0xc) g
2 2 2
c=2

El punto simétrico del punto P respecto del plano wes P'(2, 4, 2).

La ecuacién de la recta, en forma implicita, que pasa por el punto P'y tiene
por vector director (1, —1, 0) es:

X—2 y—4 72 T X+y—6=0
= : — S
1 —1 0 y—4 z—2 z—-2=0

Halla la distancia del punto A(3, —1, —2) al punto B(5, 2, 4).

d(A B) =|ABl=(5-37 + 2 +12 +(4+2) =7

{Es isésceles el tridngulo de vértices A(2, 5, —1), B(3, —2,4) y C(—2, —3,11)?

| AB| =1(=1,-7,5)=5V3 |BCl=1(=5,-1,7)|=5V3
|AC|=(—4,—8,12)| = 4414
Tiene dos lados iguales y uno desigual, el tridngulo es isdsceles.
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112 | ;Qué lado es menor en el tridngulo de vértices A(3, —1, 4), B(0, —2,3) y C(5, 5, —1)?
| ABl=1(=3, =1, =) =11 |8C| =1(5,7, —4)| = Vo0
|ACI=1(2,6,—5)| = /65

El menor lado es AB.

113 | Determina las distancias que hay entre estos puntos: P(1, 0, 3), Q(4,5, 1)
y R(10, 15, —3). ;Qué puedes decir de los tres puntos?

d(p, Q) =1P0I=1(3,5 -2)| =38

d(Q, R =|CR|=1(6,10, —4) = 2438

d(P, R) =PRI =1(9,15,—6)| = 34/38

Como d(P, Q)+ d(Q, R) = d(P, R) — Los tres puntos estan alineados.
X—3 y+1

= *——=2z+3nocortaal plano3x — 2y =8.

114 | Comprueba que la recta 3

x—=3 y+I1
2
T 3x—2y =87 =3, —20).

r =z4+3->U0 =(2,3,1) P(3,—1,-3)

U, - n,=0—U,yn, son perpendiculares.
La recta es paralela al plano o esta contenida en él.
ComoP,(3,-1,3)ery P(3,—1,3)¢& m—larectay el plano son paralelos.

115 | Halla la distancia al plano =: 8x — 4y + z — 5 = 0 de los puntos P(2, 4, 12),
Q(0, —1,1)y R(1, 3, 2). ;Qué puedes decir del punto Q? ;Y qué tienen en comun Py R?

dpm |8 2m4 a5 7 e |8 143425 7
8 4 (—4Y + 7 9 g+ (—4P+7 | 9
40, |80 DHI-5]

8+ (—4) +7

El punto Q pertenece al plano y los puntos Py R equidistan de él.

116 | Calcula la distancia entre las siguientes parejas de planos.

X=—442X+2p X=4+4pn

a my=14+X—p Ty =34+X+p
z=2—X—-5n Z=—442X—4p
Xx=14+3x—p X=5+4p

b) m:y=—2X+p Ty =—1+X—2p
z=3+4+p z=8+4+3X\+2p

Q) m:2x—4y+z—7=0 T —x+3y—5z+9=0
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a) Escribimos los planos en forma implicita.
x+4 y—1 z-=2
| 2 1 —1 |=—6x+4+8y—4z-24=0
2 —1 )

x—4 y—=3 z+4
x| 0 1 2 |=—6x+4+8y—4z—-16=0
4 1 —4

Los planos son paralelos. Tomando P(4, 3, —4) € .

d(iw, ®')=d(w, P)=

|-6-4+8-3-4-(-4)-24] 8 429
V36 + 64416 J116 29

b) Escribimos los planos en forma implicita.
x—1 y z-=3
™ 3 -2 0 |=-2x-3y+z—-1=0
—1 1 1

x=5 y+1 z-8
w:| 0 1 3 |=8x+12y—4z44=0
4 -2 2
Los planos son coincidentes — d(x, ©') = 0.

Q) Los planos son secantes — d(m, ©') = 0.

Halla la distancia del punto P(—5, 2, —2) al plano de ecuacién w:2x —y +z — 4 =0.

Obtén la proyeccion ortogonal de P sobre el plano =, que es un punto P'.
Comprueba que la distancia de P a P' es la misma que de P al plano .

=3J6

2.(=5)—2+4(=2)—4
(=147

Hallamos la proyeccién ortogonal P' del punto P sobre el plano .

d(P, m) =

+ Recta perpendicular a © que pasa por P.

P(=5, 2, —2) x=-=5+4+2X
~ _(é ’1_1)}—>r:y:2>\
o=t = z=-2+X

+ Interseccion entre la recta y el plano.

X =-=5+2X\ x=1

y=2-Xx y==1,5pqa,—1,1

z=—24x [ |z=1 " (=110
2x—y+z—4=0 A=3

Hallamos la distancia de Pa P".
d(P.P)=1PPl=1(6,-3,3)| =54 =36 — d(P, P)=d(P, )
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xX=-=3+p
118 | Halla dos puntosde r: y = —2 ydes: X;6 = y—311 = z+22
z=—5+p B

que se encuentren a la minima distancia.

Hallamos un punto P € r y un punto Q € s con la condicion de que el vector PQ
sea perpendicular a ambas rectas.
P(=3+p,—2,-5+0p)

SPO=(—p+29+9,3g+13, —p—2g+3)
Q(6+2q,ﬂ+3q,—2—2q)}

PO-T,=(—p+2q+93g+13, —p—29+3)-(1,0,)=12—2p=0—p=6

PQV,=(-p+2q+93q+13,—p—2q+3)-(2,3,-2) =17g+51=0
g=-3
Por tanto, los puntos buscados son P(3, =2, 1) y Q(0, 2, 4).

119 | a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r; que pasa por los puntos A(1, 2, 3)
yB(2,2,3).
b) Calcula la ecuacién general del plano  que pasa por los puntos A, By C(2, 2, 4).
¢) ;Cuantos planos distintos pueden formarse con los puntos A, B, Cy D(1, 2, 4)?
Justifica tu respuesta.
d) Prueba que los puntos A, B, Cy D anteriores forman un cuadrado y calcula su érea.

A1, 2,3) =1 2
a — Tl sy =2 N
AB=(1,0,0) z7=3
z=3
A1, 2,3) x—1 y—=2 z-3
b) AB=(1,0,0)}—m| I 0 0 |=y-2=0
AC=(1,0,1) 1 0 1

D(1,2,
g my—2=0—202% 5 5_open

Con los puntos A, B, Cy D sélo puede formarse un plano.

d) AB=(1,0,0) BC =(0,0,1)
O =(-1,0,0) DA=(0,0,-1)
Estos vectores son de modulo uno y ademas paralelos dos a dos, por tanto,
generan un cuadrado de area 1.

120 | De una recta r se sabe que esta contenida en el plano = de ecuacion x — y = 0, que
A(0, 0, 0) pertenece ar, y que el vector que une Ay B(1, 0, —1) es perpendicular a r.
Determina la recta r y calcula la distancia entre r y el plano paralelo a  que pasa por B.

« Elvector director de larectar, U, = (g, b, ¢), es perpendicular al vector normal
del plano &, 77, = (1, —1,0)
U-n.=@bo-(1,-1,0=a—-b=0—a=>b
El vector director de la recta es de la forma u, = (g, g, ©).
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« Elvector director de larectar, U, = (g, g, ©), es perpendicular al vector AB = (1,0, —1).
U -AB=(,a0-(1,00-=a—-c=0—>a=c
El vector director de la recta es de la forma U, = (g, a, a). Por ejemplo, paraa = 1,

el vectoru, = (1,1, 1) es un vector director de r.

Por tanto, la ecuacion de la recta r es:

Punto: A(0,0,0) Xy z
) _) >rn—=2 ==

Vector director: u, = (1,1, 1)

1 1 1
El plano w'es paralelo al plano® — ©': x —y +D =0

B(1,0,-M e >1-04+4D=0—>D=-1
Tx—y—1=0
Como res paralela a 7' la distancia de la recta al plano es la misma
que la distancia del punto A(0, 0, 0) € r al plano ',

Cdo—o—1l 1 2

dir,m)=dA t)= ——r— = —— = ——

141 22

a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano
T:X+y+z=3.
b) Obtén el punto de corte de la recta con el plano .

X=X
c) Hallael puntodelarectay =3 — X  cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea \/E
z=T4+2X\

(Aragon. Junio 2008. Bloque 2. Opcién B)

X=X\
Punto: A(0,0,0)
] ~ —>ry=2=x
Vector director: n, = (1,1, 1)
Z=X\
X=X\ x =1
b) y=M =T 5000,
Z=X\ z=1
X+y+z= A=1

c) Unpunto genéricode larectaresQ(X\,3 =X\, 14+ 2N\).

d(P,Q)=1POl =5 5 (X=17 + BN + (X1 =57
S 6N =X +11=5-5X=1
Por tanto, el punto buscado es Q(1, 2, 3).

XxX=2—-X
La trayectoria de un proyectil viene dada por larecta:r: y =3+ X
z=142X\

a) Estudia si el proyectil impacta con la superficie determinada por el plano.

b) Calcula el punto de impacto y la distancia recorrida por el proyectil desde
el punto inicial P(2, 3, 1) hasta el punto de impacto.

(Murcia. Junio 2006. Bloque 2. Cuestion B)
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X=2—-X x=0

y=34+X y=5

3 z=1427] | z=5
3x+y—z=0 =2

Este sistema tiene soluciodn, por tanto, el proyectil impacta con la superficie
determinada por el plano.

b) El punto delimpacto es Q(0, 5, 5).
d(P,Q=1P0l=1(-2,2,4)| =24 =26

123 | Halla los puntos de larectar:x — 1 =y + 2 = zque equidistan
delos planos wy:4x —3z—1=0y ®;:3x+4y—1=0.

Un punto genéricode larectares P(1+ X, =2+ X\, \).

Llaran-anal 3433 -8+ 4x-1|

1649 VI +16

3+>\:7>\—6—>>\:%

%
3+>\:—7>\+6%>\:%

5 1 3 " 13 3
e e
2 2 2 8 8 8

d(P, m)=d(P =)

Los puntos son Q, [

124 | Calcula la distancia entre los planos x+y —z=5yx+y—z—1=0.

Los planos son paralelos. La distancia entre los dos planos es la misma
que la distancia entre un punto del primer plano al segundo plano.

A(3,2,0)em:x+y—z=5
C342-0-1] 4 a3

N J3 3

125 | Sean Py Q los puntos del espacio de coordenadas P(0, 0, 0) y Q(0, 1, 2). Encuentra
la condicién que debe cumplir un punto de coordenadas A(x, y, z)
para que la distancia de A hasta P sea igual que la distancia desde A hasta Q.
¢{El conjunto de todos los puntos que satisfacen esta condicion forma un plano?
Razona la contestacion.

dim, ©')=d(A «')

—

PA=(x,y, 2)

_ — |PAl =] Al
QA=(x,y—1,2-2)

\/X2+y2+22 :\/><2+(y71)2+(272)2 —2y+4z=5
La condicién que deben cumplir las coordenadas del punto A(x, y, 2) es que 2y 4 4z =5.

El conjunto de todos los puntos que cumplen esta condicién
esel plano w2y +4z=>5.
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Un helicoptero situado
en el punto P(1, 2, 1) quiere
aterrizar en el plano ®:x+y+3z=0.

a) Calcula la ecuacién en forma continua
de la recta de la trayectoria que le lleve
al punto mas cercano del plano .

b) Calcula dicho punto.
¢) Calcula la distancia que debe recorrer.
(Murcia. Junio 2007. Bloque 2. Cuestion A) =

a) La trayectoria es la recta perpendicular al plano que pasa por P.

Punt: P(1,2,1) (=T
unto: En
ector airector: n, = (1, 1, Z:]+3>\
5
X = —
11
X=1+N 16
Y=
=2+X
b) y + - 1 —>Qi£,—l
z=143\ R m 1 on
X+y+3z=0 1
N
11

0 d(P,o)—P?)—[—6, -2, —18]— o
11 I 11

Halla razonadamente las ecuaciones de los dos planos paralelos al plano =
de ecuacién w: 12x + 3y — 4z =7 que distan 6 unidades de .

(C. Valenciana. Junio 2001. Ejercicio A. Problema 1)
7, paraleloal planow — w,: 12x+3y —4z4+D, =0
m, paraleloal planow — m,: 12x+3y —4z+D, =0
Como A, 1, -1 em:

_12.0431-4-(-1+D| _

- 1243 +(—47

d(m, m) = d(A, m)

6

D =71
ID+7]=78 >
D= -85

Losplanos son:m;: 12x +3y —4z+71=0 y ®,:12x +3y —4z—-85=0
Halla la ecuacion general del plano que corta a los ejes de coordenadas en los puntos
(1,0,0),(0,2,0)y (0,0, 3).

Halla los puntos de la recta x =y = z que estén a distancia % de este plano.

(Baleares. Junio 2002. Opcion B. Cuestion 4)
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Si A(1,0,0),B8(0,2,0)y C(0,0, 3):

A(1,0,0) x—1y z
AB=(-1,2,0t>m| =1 2 0|=6x+3y+2z2—6=0
AC=(-1,0,3) -1 0 3

Un punto genéricode larectar: x = y = z esdelaformaP(X, X\, \).

N 1+6_ 7
dp = 18 XEINFID6L 1y gy, o
J36+9+4 7 N —1+6 _ 5

77 7 5 5 5
Los puntos buscados son: Q| —, —, — |y Qz[, — |
1M1 n 11 11 M

129 | a) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta
que pasa por el punto (5, 0, 10).
b) Hallar la distancia de dicho plano al punto (2, 1, 0).

x+y+2z—3=0
X—y+2z+1=0

a) Elvector director de la recta es el vector normal del plano que buscamos.

320 X =7—=3N
r:X+y+2Z_]_Oj—>r:y_>\ -0 =(-3,12)
Xoytezdl= 2= 442\
Punto: P(5,0,10
unto Pl L r skt y427-5-0
Vector normal: u, = (-=3,1, 2)
|-3.2414+2-0-5] 10 _ 5y14
b) d(m(2,1,0) = - =
J(=3)P+1P 422 V14 7
X =2X+3p
130 | Halla la distancia del plano w:4x — 10y +2z=—1alplanoo: y =X+ pn
Z=A—Q

Determinamos sus posiciones relativas.

A(0,0,0) Xy z
U, =02, 1,)t—0:|2 1T 1|==2x+5y—z=0-n,=(-2,5 -1
Ve =(3,1,-1 31 -7

mA4x—10y+2z=—-1=n, =(4,-10, 2)

n,y N, son proporcionales — ¢ y w son paralelos.

La distancia entre los dos planos es igual a la distancia entre
un punto A(0, 0, 0) € oy el plano .

_l4.0-10-042-0+1| 1 V30

J16 + 100 + 4 N

d(o, ™) = d(A, )
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Construye un triangulo equilatero de forma

que dos de sus vértices sean P(1,2,3)y Q(—1, 4, 3)
y el tercer vértice R esté

en el plano w: x4+ y + z=2. ;Qué area tiene?

(Navarra. Junio 2003. Opcidn C. Pregunta 1)

«R(a,b,c)ern—>a+b+c=2
« d(P,Q)=d(P. R)=d(Q,R)

J=2P +22 400 = (@12 +(b—27 +(c—3) =
= Jla+ 17+ (b—4) +(c—3)

R 8=(a—1V+(b—2)+(c—3)
8=(a+1°+(b—4P+(c—3)

Tenemos el sistema de ecuaciones:

a+b+c=2

a=-1,b,=2,¢ =1
(a=174+(b—=2V4+(c-3=8}— 5 4 7
0 =——b=—c=—
(a+1°+(b—4)+(c—3)° =38
. 5 4 7
Obtenemos dos soluciones: R(—1,2,1) y R, —g, ? ?

Calculamos el érea:
Basez\ti’—é\zx/g:%/?

Como los angulos de un tridngulo equildtero valen 60°:

Altura:\/g-sen60°:\/§-g:\/€

Area:M:%/?
2
Sean las rectas:
,.L_y—1_2—2 S_x—3y—5=0
"1 —1 2 "X—3z—8=0

a) Halla la ecuacién del plano & que contiene ary es paralelo as.
b) Calcula la distancia entre el plano w y larecta s.
(Madrid. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

N X = 843X
s T TEUL oy cen s T =3 Q.(8,1,0)
X—3z—8=0
Z=\
p XY 222 v 19 P.(0,1,2)

—
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El plano w tiene como vectores directores U; y v, y pasa
por el punto P, (0, 1, 2).

P (0,1,2) X y—=1 2z=2
v=0-1,2)t>= |1 =1 2 |=-3x+5y+4z-13=0
U= (3,11 31 1

b) La distancia de la recta s al plano = es la distancia de un punto de la recta s
al plano.

Tomamos Q.(8,1,0) €s.

d(s,w):d(os,m:‘*3'8+5'1+4'O*B‘: 32 1642

Vo4 25416 V50 5

133 | Sean los puntos A\, 2, \), B(2, =X, 0)y C(\, 0, X + 2).
a) ¢Existe algun valor de X para el que los puntos A, By C estén alineados?

b) Comprobar que si A, By C no estan alineados el triangulo que forman
es isosceles.

¢) Calcular la ecuacion del plano que contiene al tridngulo ABC
para el valor de X\ = 0y hallar la distancia de este plano al origen
de coordenadas.

a) ParaqueA, By Cestén alineados, AB yA_C) tienen que ser proporcionales.
AB=(2—X —2—X,—\) L 2-N_22-X
AC =(0,-2,2) 0 —2 2
— No existe solucion.
Los tres puntos no estan alineados.

b) AB=(2—X, —2=X\, =N [ ABl = (2= NP+ (=2= N7+ (=\)} =
=3\ +8
AC=1(0,-2,2) |ACl=0? + (=27 + 22 =8

—

BC=(=2,02+2) IBCl=JOn =27+ N+ +2) =33 +8

Luego| ABl=1Bl ¥X\eRE tridangulo es siempre isdsceles.

@)
~

El plano pasa por A(0, 2, 0) y_tiene por vectores
directores AB= (2, —2, 0)y AC= (0, -2, 2):

A0, 2, 0) X y—2 z
AB=(2,-2,0)t 5m |2 -2 O|=-4x—4y—4z+8=0
AC =1(0,-2,2) 0 -2 2
S>TXxX+y+2z-2=0
Jo, o2l 2 _ 23

J+1+1 3 3
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1— 2—2z
Larecta x = Ty = corta a los tres planos coordenados en tres puntos.

Determina las coordenadas de esos puntos, las distancias existentes entre cada par
de ellos e indica cudl es el que se encuentra en medio de los otros dos.

(Aragon. Septiembre 2004. Opcion A. Cuestion 2)

+ Corte con gje X.

x:o—>o:1_y:2_z—>]_y20} {y_1—>P(o,1,2)
3 2 2—z=0 z=72
» Corte con gje Y.
1 x:i
y:O—>x:]_272—> T3l 3—)@[1,0,4]
32 6-32=2 z:% 0

z:O—)x:uzge X - X — R(1,-2,0)
3 2 1-y=3 y=-2

La distancia entre cada par de puntos son los moddulos de los vectores
que determinan.
— 14

P6=[—,—1 ——] PQl=~——
3
PR=(1,—-3,-2) PRl =14

[5 - —i] GRI= 214
3 3

La distancia méas larga es la que hay desde el punto P al punto R, por tanto,
el punto Q es el que estd en el medio de los otros dos.

Se consideran los puntos A(0, 1,0) y B(1, 0, 1). Se pide:

a) Escribe la ecuacidn que deben verificar los puntos X(x, y, z) que equidistan
deAyB.

b) Determina la ecuacién que verifican los puntos X(x, y, z) cuya distancia a A es igual
ala distancia de A a B.

¢) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta formada por los puntos
C(x,y,z) del plano x + y + z= 3 tales que el tridngulo ABC es rectangulo
con el dngulo recto en el vértice A.

(Madrid. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 4)
a) d(A X)=d(B, X)

\/x2+(yf1)2+zz :\/(><71)2+y2+(zf1)2 —2x—2y+2z-1=0

La ecuacién que verifican los puntos X es un plano.

b) d(A, X) =d(A B)

[+ (y—1P+27 =3 5+ (y—1+27=3

Se trata de la ecuacion de la esfera de centro el punto A(0, 1, 0) y radio \E
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Producto escalar

QCemx+y+z=3->CO\p,3—A—p)
El tridngulo ABC es rectédngulo con dngulo recto en A:
AB = (1, =1, 1)y/—\_C): (X, p—1,3—=X—p) son perpendiculares.
AB-AC=0>N—p+1+3-N—p=0->p=2

Por tanto, los puntos que buscamos son de la forma C(\, 2, 1— \). Es decir,
pertenecen a la recta:

X=X
rry=>2
z=1—X

136 | Demostrar que las rectas:

x=1+t 3 4=0
Liy=3+3t Ly: X_y+4_0}
z=3+t X—z+4=

son paralelas.
Encontrar la ecuacion del plano paralelo al determinado por dichas rectas
y que diste de él J6.

X=14+t
L:y=3+3tf—>u=(1,31) P(1,3,3)
z=3+t
X=—44+X
Ly: 3X_Y+4_O}%L2:y——8+3>\ -S>V, =(1,3,1)  Q)(—4,-8,0)
X—2z+4=0 N

Las dos rectas tienen el mismo vector director, por tanto, son paralelas.
El plano determinado por L; y L, tiene como vectores directores U, y PTZDZ, y pasa
por el punto P,(1, 3, 3).
P(1,3,3)
U =(1,3,1
PQ, = (=5, —11, =3)
x—1 y—3 z-3
- 1 3 1 |=2x=-2y+4z-8=0->mx—y+2z—4=0
-5 —11 -3
Un plano paralelo a wserd de laformaw': x —y + 2z + D = 0. Ast:

_h-3+6+D[ _[4+4Dl _ ;=

d(m, @) = d(P, ) = -6
] Jir1+4 J6
D=6—4=2
|4+Dl=6—
D=—6-4=-10

Los planos buscadossonoy: x —y +2z4+2=0y o, x—y+2z—10=0.
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137

SOLUCIONARIO 5

El plano T es el que pasa por los puntos P,(—3, 0, 0), P,(1, —1, —1) y Ps(—1,0, —1).

Encuentra los dos puntos de la recta:
X Y= 1 _z42

1 0 —1
que estan a distancia 1 del plano .

(Navarra. Septiembre 2007. Grupo 1. Opcion B)

El plano esté determinado por el punto P,(—3, 0, 0) y los vectores
directores PP = (2,0, —1).

P(-3,0,0) x+3 y z
PR =(4-1,-Nt>x| 4 =1 —1|=x+2y+2z+3=0
PP, =(2,0,-1) 20 -1
1 X=X\
r:%:iyo_ :Z+12—>r:y:1
B z=—-2—X\
Un punto genéricoderes A(X\, 1, —2 — \).
dA o D223 T
J1+4+4 3
AN=3+1=4
N-X\l=3> +
A=-3+1=-2

Los puntos buscados son A,(4, 1, —=6) y A,(—=2,1,0).

PREPARA TU SELECTIVIDAD

a) Definicion de médulo de un vector. Propiedades.

b) Determine los valores de ay b (a > 0) para que los vectores U = (a, b, b),
v=(b,a,b)y w=(b,b,a)sean unitarios y ortogonales dos a dos.

(Galicia. Junio 2003. Bloque 2. Pregunta 1)

a) Elmédulo de un vector es la raiz cuadrada positiva del producto escalar del

vector por si mismo.

Propiedades: 1. |7] >0
2. |ku| = kl[Tl, vk e R
3. [u+vI<lal+ vl

|=Vl=lwl=15 Ja*+ 20> =15 a’+2b* =1
V=ab+ba+bb=2ab+b’=0
-W=0bb+ab+ba=2ab+b>=0
W=ab+bb+ba=2ab+b'=0
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Producto escalar

Resolvemos el sistema:
b=0,a==
@420 =1 @420 =1 g= p=_2
) - _ 3 3
2ab+b° =0 b(2a+b)=0 b=-2a— 1 ,
a=—b=—
3 3
a=1b=0
Como a > 0, tenemos dos soluciones: 1, 2
a=—,b=—=
3 3

Determina una constante a para que el plano de ecuacién w: ax + y + z= 2 forme

2
. T
un dngulo de —- radianes con el plano z= 0.

Tax+y+z=2-n.=(1,1)

tz=0->7.=(001)

l(a,1,1)-(0,0,1)]

oS — = =
3 Ja+ 1741 a*+2

— Sa’+2=4—>a==2

2 a’+?2

y=1_.2 que estan

X—2

1 —2

3 | Encuentra los puntos de la recta

adistancia 1 del plano w:2x — 2y +z—5=0.

T2xX—2y+z-5=0->n.=(2,-21)

] X=2+X
r: X=2 :L:i%r:y:1+>\ ->u=01-2
! =2 Z==2\

1

Un punto genéricoderes A(2+ X\, T+ X, — 2\).
22+ N =204+ M) + (=20 =5 _

d(A, ©) =
Ja+4+1

—3-3
= =-3
—2X-3
g=1—>\72x73\=3—> 32 ;
3 n= 12 ¢
2
Los puntos buscados son A(—1, =2, 6) y A,(2,1,0)
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SOLUCIONARIO 5

Encuentra las ecuaciones de los planos paralelos a w: 2x — y + 2z = 3 situados
a 6 unidades de distancia del mismo.

(Cataluna. Septiembre 2007. Cuestion 1)

' paraleloar® > w2x —y+2z+D=0

Sitomamos P(1, —1, 0) € &, tenemos:
2-1—(=1 2-04+D
dlm, ) = d(p, ) = 1212V F 204Dl
24+ (=142
D=18-3=15
3401 _ ¢ L134pl=18
3 D=-18—-3=-21

Portanto, los planosson ®y: 2x —y +2z+15=0y®; 2x —y +2z—21=0.

X =1+2t
a) Hallaunpuntodelarectar: y = —t equidistante de los puntos P(—1, 2, 1)
yQ(0,3,1). z=—1

b) Calcula la ecuacién implicita de un plano ~ de modo que el simétrico del punto P
respecto del plano T sea el punto Q.

(Castilla-La Mancha. Junio 2006. Bloque 4. Pregunta B)
Un punto genérico de larectares R(1+ 2t, —t, —1).
PR=(2t+2,—t—2,-2)

OR =(142t,—t—3,-2)

1PRI=1QR| = J(2t + 27 + (=t — 27 + (=27 = J(2t + 1) + (=t — 3) + (—2)?
S (2t 42 + (=t =2 > 2t +1P? + (=t =3 >t=1
Por tanto, un punto de la recta r equidistante de los puntos Py Q es R(3, —1, —1).

Dados los puntos P(1, 1, 3) y Q(0, 1, 0) se pide:
a) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre Py R sea igual a la distancia
entre Qy R. Describir dicho conjunto de puntos.

b) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py Q que verifican
dist (P, S) = 2 dist (Q, S), donde «dist» significa distancia.

(Madrid. Septiembre 2008. Opcién A. Ejercicio 3)
a) Buscamos los puntos R(a, b, ¢), tales que d(P, R) = d(Q, R).

PRI =1QRl > Jla— 17+ (b—17+(c =3 =Ja+(b—17+¢

a=5-3p
S @=1+(c-3V=a+c">a+3c=5->1b=2X
c=p
Los puntos que cumplen esta condicién son de la forma R(5 — 3, X, p)
X =5=-3p
y forman el plano de ecuacion ©: y = X\
z=p
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en el plano w: x + 2y + 3z=1, y es perpendicular a la recta s:

Producto escalar

b) Hallamos la recta que pasa por Py Q.

x=1—=X
Punto: P(1,1,3)
Vector director: /371)—(71 0, —3) oy =
' o z7=3-3\

Un punto genéricode larectaes S(1—X\, 1, 3 — 3\).
PS = (=X, 0,=3X\) > |PS| =10\
Q5 =(1=X,0,=3X\) = | Q5| = /10X = 20X + 10

d(P,5)=2-d(Q,5) —> V10X =2/10N = 20X+ 10
=2

- 3N -82\+4=0—>

2
3

Los puntos buscados son S;(—1,1, =3) vy 52[;, 1, 1].

Hallense las ecuaciones de la recta r que pasa por P(2, 1, —1), esta contenida

x=2z-—3
y=z+4 ’

Escribimos la recta s en forma paramétrica:

X=-—34+2X
y=44+X %U)g:(Z],])
Z=X

Hallamos el plano " perpendicular al plano que pase por el punto P.
x—2 y—1 z41
w2 1 T |=x—=5y+3z2+6=0
1 2 3

X+ 2 3z=1
Larectarserar: Ty }

X—y+2z=38

8 | Calcule la distancia del punto P(1, —1,3) alarectar.

x=1+X
rry=1—Xx
z=14+2X\

Calculamos el plano w que pasa por Py es perpendicular ar.

Punto: P(1,-1,3)

_ > TX—y+22-8=0
Vector normal: u, = (1, -1, 2)



SOLUCIONARIO 5

Hallamos el punto de corte Q de la recta ry el plano .

Xx=1+X\ X=2

y=1=x 1 y:O—>Q(2,O,3)

z=142X z=3
X—y+2z—-8=0 A=1

La distancia del punto P a la recta res la distancia de Pa Q.

d(P, Q) =2 =17+ (0+17+(3-37 =2

x=0
Determina los puntos de la recta r de ecuaciones r: 7z — 3 t que equidistan
2
del plano w de ecuacion «: x + z =1y del plano «' de ecuacion ©":y — z=3.

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 4)

x=0 x=0
s Z—3 Sy =X\
y—1=
2 z=142X\

Un punto genérico de larectasesP(0, X\, T+ 2\).
d(P, )= d(P, ©')

123 =11 IN—(+2)\) 3|
P47 P (=)

N
2 =4l SoA=|-X—4]l> 3
NN N}
3
4 5 4 N
Los puntos buscados son PW[O, - ——] y PZ[O, —, 7]
3 3 3 3
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