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060 | Halla la ecuacién de la recta que corta ary s perpendicularmente.

x=1 X=6—4pn
rry=1142X Sty==—24pn
z=—14+X Z=24p

Hallamos un punto P € ry un punto Q € s de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

P(L1T4+2XN, =14+ XN) €T

S PO=(5—4p, —13+p—2X, 3+p—\)
Q(64u,2+u,2+u)65}

PO-(0,2,1)=—5\+ 3u—-23=0] _ [\=—4
PQ-(—4,1,1) = —3X\+18p—30=0 w=1

P(1,3,=5)€r A
SN PO=(1,—4,8
Por tanto Q(2,—1,3)€5}_> Q = ( )
Luego, la recta buscada es: x—1_y=3_z+5
1 —4 8

061 | Investiga si existe un plano que contenga a la recta ry sea perpendicular a la recta s.

x =145X
I’:X_3:y7—i_1:i Sy:1—2>\
2 4 —1 72—\

En caso afirmativo, calcula la ecuacién del plano.
Siun plano es perpendicular a s, todas las rectas contenidas en el plano
son perpendiculares a dicha recta, y por tanto, ry s deben ser perpendiculares.
Como (2, 4,—1)-(5,—2,2) = 0 — Los vectores son perpendiculares.

El plano que buscamos tiene como vector normal el vector director de s
y pasar por el punto P(3, —1,0) € r.

T5x—=2y+2z+D=0
5:3=2-(=1)+2-0+D=0->D=-17
La ecuacién del plano que buscamos es w: 5x —2y +2z—17 = 0.

062 | Se consideran los puntos A(3, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, O, 1).
a) Halla la ecuacion general del plano w que los contiene.

b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a  y que pasa por el origen
de coordenadas. Halla también el punto de interseccion de la recta con el plano.

a) Elplano pasa por A(3, 0, 0) y tiene por vectores
directores AB = (—3,2,0)y BC = (0, =2, 1).

xX=3 y z
| =3 2 0|=2x+3y+6z-6=0
0o =21
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SOLUCIONARIO 5

b) La recta perpendicular a m que pasa por el origen es:

X =2\
rry =3\
zZ=06\
Hallamos el punto de interseccion de la recta ry el plano .

2-2>\+3-3>\+6-6)\—6:O—>>\:%

. - 12 18 36
El punto interseccion es P| —, —, — |.
49 49 49

Encuentra la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:
Xty 22 Bi(x, y, 2)= (0,0, N+t(1,11)
2 1 0
(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 1. Opcion B)

Hallamos un punto P € r y un punto Q € s de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

P+ N 2)] =
(+ )}—>Po_(u—1—zx,u—x,u—1)

Qp, p, T+ )
P(1,0,2)
PQ-(2,1,0)=3p—5N—2=0 r=0 0[2,2}]
= - 2 = 3 3 3
PO-(1, 1, 1)=3u—3X—2=0 T——
pQ:[1,2,1]
3 3 3
Larectabuscadaest:x_1:y_ozz_z_n;X_]:lzz_2
1 2 1 -1 2 —1
3 3 3
Se consideran las rectas:
r'x—ay:1 S.x—2y—z:0
Cy—z=1 C x+y+z=8

Prueba que, para ninguin valor de g, ry s pueden ser paralelas y averigua el tnico
valor de a para el que se cortan. Para este valor de g, se pide:

a) Calcula el punto P interseccion de ry sy la ecuacion del plano w que las contiene.
b) Determina la ecuacién de la recta t que estd contenida en T y es perpendiculara r
en el punto P. Escribe la ecuacion de otras dos rectas que sean perpendiculares

arporel punto P.

(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 3. Opcién B)

Escribimos las rectas en forma paramétrica.

w01
x=14ax 3 3M
ry=»= — P (1,0,-1) g;y_g ) 605[136,2,0]
z=—-14+X Vi=1(a1,1) 3 3
Z=1p V.=(1,2,-3)
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Producto escalar

Estudiamos si v, y V; son proporcionales.

a

1 1 ,
— = 5 # —3 — Las rectas no son paralelas para ningun valor de a.
1 —
Las rectas ry s son secantes si el rango de la matriz formada por P,_@S,V), yV,es?2.
a2
=10a—-20
a 1
1 2 =3

ryssecantes —»>Rango(A)=2—-10ad—-20=0—a=2

a) Resolvemos el sistema:

1+2>\:§—iu

A=y
3 3

-1+ X=p

3
AN=2
8 2 — { — El punto de interseccién es P(5, 2, 1).

El plano que contiene a las dos rectas es:
x=5 y—=2 z-1
™| 2 1 1 |=-5x+7y+32z4+8=0
1 2 —3

g

La recta t es la interseccion del plano w y otro plano perpendicular a la recta r
que pasa por P

El plano, ', perpendicular a rque pasa por P, tiene por vector
normal U= (2,1, 1) y pasa por el punto P(5, 2, 1) € «"

T 2x+y+z4+D=0
P(5,2,)en" > 2-5+24+1+D=0—>D=-13
El plano que buscamos es": 2x + y +z—13 =0.
La recta t es la interseccion entre los dos planos.
. 2x+y+42z-13=0
'—5x+7y+32+8—0}
Calculamos otras dos rectas perpendiculares a r que pasan por P.

SirLlr—=v, LV, = (u, uyus)-(2,1,1)=0

Por ejemplo: Yr= (0,1, =1) cumplen esta condicion.
ve=(1,-1,-1
Asi, las rectas:
X=75 x=5+a
riy=2+4n~ y Mmy=2—-a
z=1—1n z=1-«

Son perpendiculares a r que pasan por P.
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SOLUCIONARIO 5

065 | Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1, 0, —1), es perpendicular
alplano x — y +2z +1= 0y es paralelo a la recta X—2y= g}

zZ =
(Andalucia. Junio 2001. Opcion A. Ejercicio 4)

El plano que buscamos tiene por vectores directores el vector normal al plano
y el vector director de la recta, y pasa por el punto A.

X =2\
Larecta en forma paramétricaesr: y =X =V, =(2,1,0)
z=0

T X—y+2z2+1=0 - Vectornormal:n = (1, —1,2)
La ecuacién del plano que buscamos es:
x—=1 y z41
w2 1 0 |=2x—4y—-3z—-5=0
1 —1 2

066 | Considera A(1,1,1),B(2,0,—1),C(5,2,1)yD(4,3,3).

a) Justifica que los puntos son los vértices consecutivos de un paralelogramo.
b) Razona si dicho paralelogramo es un rectangulo.

c) Determina la ecuacién general del plano que contiene a los cuatro puntos.
(Cantabria. Junio 2007. Bloque 3. Opcion B)

a) AB =DC = 1,-1,-2)- A_§y DC son paralelos y de la misma medida.
BC =AD = (3,2,2) — BC y AD son paralelos y de la misma medida.
Por tanto, son los vértices consecutivos de un paralelogramo.
b) AB -DC = (1, —1,—2)- (3,2, 2) = 0 — No son vectores perpendiculares.
No es un rectangulo, es un romboide.
c) Determinamos el plano con vectores directores AB y B_f,y pasa por A.
x—=1 y—=1 z-1
w1 —1 —2 |=2x—-8y+5z—-1=0
3 2 2

2x—y—2z+4+3=0
067 | Encuentra los puntos R pertenecientes a la recta: r: y + }

—2x+3y—z—1=0
tales que los segmentos PQy PR forman un angulo recto, siendo P(1,0,0)y Q(0, —1, 5).
(Navarra. Junio 2002. Opcidn A. Pregunta 2)

Escribimos la recta en forma paramétrica.

X==2+X
ry=—1+X{-v, =11
z=t
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SIRer—R(—2+ X\, =T+ X\ N)
PO = (=1, —=1,5) L PR=(=3+ X, =14+ X, \)

(—1,—w,5>-<—3+x,—1+x,x):3x+4:o+x:—%
S L 10 7 4
Por tanto, el Unico punto que cumple la condicion es R[g’ 7;' 3].

068 | Considera los puntos A(0, 3, —1) y B(0, 1, 5).
a) Calcula los valores de x sabiendo que el triangulo ABC de vértices A, By C(x, 4, 3)
tiene un dngulo recto en C.
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos (0, 1, 5) y (3, 4, 3) y es paralelo

a la recta definida por las ecuaciones: X—y+z=0
2x+y=3
A CALCB—CA-CB=(—x—1,—4) (—x,—3,2) =x* ~5=0— x = +/5

b) Escribimos la recta en forma paramétrica.

x:1fi>\

3

,=(0,-2,-3

TN il )

3
zZ=X
P(0, 1,5 —
(0,1,5) - PQ=(3,3 -2)
Q(3, 4,3)

Calculamos la ecuacion del plano que pasa por el punto P(0, 1, 5)
y tiene por vectores directores v, y PQ.

x y—1 z=5
T =2 -3 |=13x—-7y+9z-38=0
3 3 -2

069 | Halla la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas:

x+z—1=0 n
h: 90°
2x+y+z+1=0
r-L:l:ZH 90°
1 2 &

Hallamos un punto Q € r; y un punto Q € r, de modo que el vector PQ sea
perpendicular a ambas rectas.

X=1-=X :
— X V4 -
ey =34 Nb o T=(=1,1,1) ’2371:%2 2* SV =(-112)
Z=A\ -
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SOLUCIONARIO 5

Un punto genéricode larectaesres P(1—X, =34+ X\, \) }

Un punto genérico de r, es O(—p, p, =14 2p)

PO =(N—p—1,—N4p+3, —XN+2p—1)
PO-T=-3N+4p+3=0 L Han+3=0]_[h=5
PQ-V=—4X+6p+2=0 4N+ 6p+2=0 p=3

Por tanto los puntos son P(—4, 2, 5) y Q(— 3, 3, 5).
La recta que buscamos tiene por vector director PO = (1,1,0) y pasa por P(—4, 2, 5).
. x+4 _ y—=2 _z=5

1 1 0

Sean las rectas:
r'x+1_y—2_ z s'x—2_y+1_z+2

-2 2 —4 B 1 1
a) Hallar la ecuacién de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas
anteriores.
b) Hallar la perpendicular comun a las rectasrys.

(Madrid. Junio 2006. Opcidn A. Ejercicio 4)

a) Larectates lainterseccion de los planos wt y «', siendo = el plano que contiene
alarectar,y w'el plano que contiene a sy pasa por el origen.

0(0,0,0) Xy z
T U =(=2,2,—4) m|=2 2 —4|=8x+4y—-2z=0
FO=(-1,2,0) -12 0

T4x+2y—z=0

0(0,0,0) Xy Z
v, =(311 S w3 1 T |==x+8y—-5z=0
Q.0=(2,-1,-2) 2 -1 2

Por tanto, la recta t es:
 4x+2y—z=0
—x+8y—57=0

b) Buscamos un vector i = (q, b, ¢) perpendicular a los vectores U, y v; .

a:—%x
(a,b,¢)(=2,2,—4)==2a+2b—4c=0 N .
(a,b,c)-(3,1,=3a+b+c=0 b=Z>\
c=X

Por ejemplo, un vector que cumple esta condicion es i = (=3, 5, 4).

La recta perpendicular comUn ary as es la interseccion de los planos wy =',
siendo T el plano que contiene a r y tiene por vector director 17, y ©' el plano
que contiene a s y tiene por vector director 1.
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091

)
X =4X
5 -~
s:y:73+§>\ -V, =(8,5,2)
9

Z=X\
UV=0—a=90
dvi=022-1
X=-5—=2X\
rry==10-Xt—>u =(=2-21)
Z=X\
17Vl 7 o 4y cpn
OSQU = ———=7 = =0,9526 -5 o =17°42'56
lal-vl e -3

Calcula el angulo que forman estas parejas de rectas y planos.

x=—1+X
a) m:x—2y+3z=8 rry=2+42Xx
z=3—X\
b) m:x—3y—z=6 pX=3_y=3_z-1
2 2 —4
2y — —
Q) mw2x+42y+2z=-3 X+ y—3z=8
—2x+y+z—4
ne=(1,-2,3) , 7, -7
a) —>a=90"—arc ©s| ——— | =
 =(1,2,-1) PARES
—90°—arccos[ 6 ] 90° — 49,1° = 40,9°
NG ' '
no=(1,-3,—1 a,-n,
b)i“ ( ) — o = 90° — arc s Lu i
u, =(2,2,-4) [a,1-1n,
= 90° — arc cos[ ]— 90° — 90° = 40°
0 =222
X=X\
ry=4+xi-u=011
Z=\
90° — arc COS[ Uy 7| ] 90° — arc cos[ 6 ] 90° — 0°= 90°
o= — —|= — _ | =
G173, | NEWNIP)
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Halla el angulo que definen estas parejas de planos.
a) aw2x—y+3z=-9 B:2x —2y —2z=19
b) a: —x + 5y +3z=—1 B:3x+5y+7z=9

X=—2+t+3s
Q) o —4x+12y—28z=—-13 PB:y=2—-2t+s

z=1—t

no=1(2-13 .
a) ( ) = NNy =00 =090

ng =(2,-2,-2)

m =(-153
o ( )

ng =(3,5,7)

T - 1Ty
cosoe:‘ s —0,7978 = o = 37°4'45"

|nal- Il 3583
c) Escribimos el plano 3 en forma implicita.

xX+2 y—2 z-1

B:1 1 -2 —1 |=x-3y+7z+1=0

3 1 0
e =(—4,12,-28) A, - 75 236 .
~ — 0s o = = =1l->a=0

y=(1,-3,7) |7l 17| Joaa 59

Determina el vector o vectores unitarios, V= (a, b, ¢) (cona > 0,b > 0, ¢ > 0),
0y — .
que forman un dngulo de 6 radianes con el vector u= (1, 1, 1) y un dngulo de %

radianes con el vectorw = (2, 0, 2).
(Galicia. Junio 2002. Bloque 2. Pregunta 2)

Planteamos un sistema con las condiciones del enunciado.

WVi=Ja? +b* + ¢ =1

w u-v a+b+c 3
s —=—"—"-= =
6 Ial- 1V ﬁ 2
T WV 2a+2c 2
s — == =—-—
4wl vl J8 2
Quitando denominadores y suprimiendo las raices obtenemos el siguiente
sistema:

at+b 4+ =1
a—}-b—f—c:3
2

a+c=1
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Este sistema tiene dos soluciones:

2-2 2++2
a=— a=—
4 4
b=~ b=
2 2
2442 22
T4 T4

Por tanto, existen dos vectores que cumplen las condiciones del problema:

~ [(2-42 112+\/5] - {2%5/1'2—\5]

4 2" 4

Vi= ,— =

4 "2 4

094 | Dadas las rectas:
r:x—y+2:0 . x=2
z=-1 y—z—5=0
a) Determina su posicion relativa.
b) En caso de cortarse, determina el dngulo que forman y el punto de corte.

a) Pasamos ambas rectas a forma paramétrica.

X==24+X

Cy+2=0 _
p XY 1}—>y:>\ ST =110  P(=2,0 -1
=T z=—]
X =2
xX=2 _
s —y=5+p;—->v,=(011) 0Q(2,5,0)
y—z—-5=0 S

Estudiamos el rango de la matriz formada por los vectores PO = (4,5,1), U yv,.
4 5 1

A=|1 1 0|—>Rango(A)=2
0o 11

Como los vectores Uy V no son paralelos, r y s son secantes.

=z

Angulo que forman:

6. 7| 1 L oa=6r

w222

Calculamos el punto de corte.

oS v =

—2+XN=2
=14
A=54+pr—>
p=—1
1=

El punto de corte entre las dos rectas es C(2, 4, —1).





