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LITERATURA Y MATEMATICAS

Las cenizas de Angela

El senior O’Neill es el maestro del cuarto curso de la escuela. Lo llama-
mos «Puntito» porque es pequeiio como un punto. Nos da clase en la
unica aula donde hay tarima, porque asi puede estar mas alto que no-

sotros, amenazarnos con su palmeta de fresno y pelar su manzana ala 8§

vista de todos. El primer dia del curso, en septiembre, escribe en la
pizarra tres palabras que habran de seguir alli el resto del curso: Eucli-
des, geometria, idiota. Dice que si pilla a algin nifio tocando esas pala-
bras, ese nifio pasara el resto de su vida con una mano sola. Dice que
cualquiera que no entienda los teoremas de Euclides es idiota. «Bien, |
repetid: Cualquiera que no entienda los teoremas de Euclides, es idio-
ta». Naturalmente, todos sabemos lo que es un idiota, pues los maes-
tros nos dicen constantemente que lo somos.

Brendan Quigley levanta la mano.

=3 —Serior, ;qué es un teorema y qué es un Euclides?

Esperamos que «Puntito» fustigue a Brendan como hacen todos los i
maestros cuando se les hace una pregunta, pero ¢l mira a Brendan
con una sonrisita.

—Y bien, he aqui un nifio que no tiene una sola pregunta, sino dos.
;Como te llamas, nifio?

—Brendan Quigley, sefior.
—Este es un nifo que llegara lejos. ;Donde llegara, nifios?
—Lejos, sefor.

—Desde luego que si. El nino que quiere saber algo de la gracia, de la |
elegancia y de la belleza de Euclides no puede menos de subir en la

\ vida. ;Qué hara en la vida este nifo sin falta, nifos?

—Subir, serior.

-Sin Euclides, nifios, las matematicas serian una cosa mezquina e in- \
segura. Sin Euclides no seriamos capaces de ir de aqui a alli. Sin
Euclides, la bicicleta no tendria ruedas. Sin Euclides, San José no po-
dria haber sido carpintero, pues la carpinteria es geometria y la geo-

metria es carpinterfa. Sin Euclides, esta escuela misma no podria ha- s

ber sido construida.

FrRANK McCoOuRT




SOLUCIONARIO

Las cenizas de Angela
Frank McCourt

En esta novela se narra la vida en Irlanda antes y durante
la sequnda guerra mundial. No contiene mds referencias
alas matemdticas que las que aparecen en la magistral
descripcion de la primera clase que imparte el profesor
«Puntiton.

—Jodido Euclides -murmura detras de mi Paddy Clohessy.
«Puntito» le dice con voz cortante:

~Taq, nifio: jcomo te llamas?

—Clohessy, sefior.

—Ah, el nifio vuela con un ala. ;Cual es tu nombre de pila?
—Paddy.

—Paddy, ;y qué mas?

—Paddy, sefor.

=Y ;qué decias a McCourt, Paddy?

—Le decia que debiamos ponemos de rodillas y dar gracias a Dios de que haya existido Euclides.
—Ya lo creo, Clohessy. Veo la mentira podrida en tus labios. ;Qué veo, ninos?

—La mentira, sefior.

—;Y como esta la mentira, nifios?

—Podrida, sefior.

—;Donde, ninos, donde?

—En sus labios, sefior.

—Euclides era griego, nifios. ;Qué es un griego, Clohessy?

—Una especie de extranjero, sefior.

—Clohessy, eres retrasado mental. Y bien, Brendan, sin duda tu debes de saber lo que es

un griego, ;no?

—S1, senor. Euclides era griego.

«Puntito» le dirige la sonrisita. Dice a Clohessy que debe imitar el modelo de Quigley, que sabe
lo que es un griego. Traza dos lineas, una junto a otra, y nos dice que son lineas paralelas,

y que lo magico y lo misterioso es que no se encuentran nunca, aungue se prolonguen

hasta el infinito, aunque se prolonguen hasta los hombros de Dios, y eso, nifos, esta muy lejos,
aungque ahora hay un judio aleman que esta poniendo todo el mundo patas arriba con sus ideas
sobre las lineas paralelas.

Escuchamos a «Puntito» y nos preguntamos qué tiene que ver todo esto con el estado

del mundo, con que los alemanes lo invadan todo y bombardeen todo lo que se tiene en pie.
No podemos preguntarselo nosotros, pero podemos hacer que Brendan Quigley se lo pregunte.
Esta claro que Brendan es el ojito derecho del maestro, y eso significa que puede hacerle

las preguntas que quiera.

La geometria que se estudia en estos temas se llama euclidea, porque se ajusta

a las ideas que expuso Euclides en uno de los libros mas importantes de toda la historia:
Los Elementos. Pero existen también geometrias no euclideas. Investiga las diferencias
que hay entre unas y otras, y escribe un breve trabajo con los datos obtenidos.

Se denomina geometria no euclidea a la rama de la geometria cuyos postulados
y propiedades difieren en alguin punto de los establecidos por Euclides.
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Productos vectorial y mixto

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calcula los siguientes determinantes:

a|-5 0 2 b)| x —1 vy Jlx+2 y z-3
2 1 4 0 —4 1 3 3 0
—6 0 —1 -2 0 2 -1 0 -4

-5 0 2
a | 21 4/=17
-6 0 —1
x =1y
b) |0 —4 1|=-8x—8y+2
-2 0 2
x+2 y z-3
9| 3 3 0 |=-12x+12y+37-33
-1 0 -4

002 | Halla un punto y un vector director de la siguiente recta:

—1_y—1_ z-1
r:X =7 z

1 —1 2

Un punto es P(1, 1, 1) y un vector director es U = (1, —1, 2).

003 | Calcula un punto y un vector normal de este plano:
™ 2x—3y+z+5=0

Un punto es P(—4, —1, 0) y un vector normal es 1= (2, —3, 1).

004 | Dibuja el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas:
a) Que se cortan.
b) Que son paralelas.

a) b) r

———

005 | Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de coordenadas
cartesianas es 10.

El lugar geométrico es el plano de ecuacion: x + y + z—10 = 0.
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SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES

Calcula U X Vv, sabiendo que U= (—1,1,0), v=(—1,0, 1) y el dngulo que forman
esa = 60°.

. Médulo: |T]=~2 V=2
. . V3
\uxv\:\v\.\v\.semo:6.6.726

« Direccion: Hallamos el plano que tiene por vectores directores U y V' y pasa
por el origen de coordenadas.
X y z
-1 1 0l=x+y+2z=0
-1 0 1

El vector U x V tiene la direccién del vector normal del plano i = (1, 1, 1).
. Sentido: el del avance de un sacacorchos que girade U a V.

Siu=(—1,1,0),v=(—1,0,1) ysudangulo es o. = 60°, halla el 4rea
del paralelogramo que forman.

Area del paralelogramo = |7 x V|=|T|-|[V|- sen 60° = J2 2 \/5 -3

003 |SiTXV=2fyuxw=—T,calcula:
a) Ux(w—Vv) Q) 3UX(—2w+V)
b) —U X QW+ V) d) QW+ 7V) X (=1)
A UXW—-V)=UXW—UXV=—t -2t =-3¢
b) —UXQW4+V)=UX(—2W)—UxV=-200xW)—-0xvV=20—-2t=0
Q) 3UX(=2W+V)=—6T xW)+3U xV)=6( +6t =12¢
d QW+ V)x(0)=—2WxT)—Vxu)=2t —2t =0
004 |Siv=(0,—1,0,v=(—1,—20y w=(—4,1,1), halla:

X (W—V) Q 3UX(—2w+V)
b) —U X QW+ V) d) QW+ V) X (—1)
T 7K
A UxW—V)=0-1,0x(=330=]0 —1 0|=—7 —3k=(=1,0,-3)
-3 3 1

gk
b) —UxQ@WxV)=(010x(-902=|0 1 0|=2+9 =(20,9)
0 2

Q) 3T X(=2W+V)=(0,-3,0)x(7,—4, -2 =|0 -3
7 —4 =2

I
d) QW +V)x (=0)=(=9,0,2x(0,1,00=|-9 0
1
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Productos vectorial y mixto

005 | Encuentra el vector normal al plano que pasa por:

a) A(1,1,1) B(3,1,0) c(—1,0,1)
b) D(0, 0, 0) E(2,2,2) F0,1,=2)
a) Elvector normal es:
Tk
ABXxAC=|2 0 —1|=-7T+2 —2k=(-1,2-2
-2 =1 0
b) El vector normal es:
TT %
DExDF=|2 2 2|=—6 +4] +2k =(—6,4,2)
0o 1 =2

006 | Halla una base ortogonal que contengaa u = (2, —1, 0).

Tomamos un vector no proporcional a U, por ejemplo (0,0, 1), y hallamos
el segundo vector de la base, que llamamos V.

- =

i j ok
V=02-10x001=|2 =1 0|==7 —2] =(=1,-2,0)
0 0 1
Hallamos el tercer vector de la base, que llamamos w.
ik
W=UxVv=02-10x(=1,-20=|2 =10 =75?=(O/O/75)
-1 =2 0

Una base B = {(2, —1,0), (=1, —2,0), (0, 0, —5)} es ortoganal.

007 | Halla una base de vectores ortogonales en el espacio. ;Cuantas bases hay?
Razona tu respuesta.

Cualquier conjunto de tres vectores perpendiculares entre si forman una base
del espacio. Como existen infinitos conjuntos de tres vectores perpendiculares
entre si, hay infinitas bases.

Un ejemplo de base ortogonal es la base canénica: B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, N}

008 | Calcula el vector director de la recta determinada por cada pareja de planos.

a) mi—y—z+1=0 T:3x+z2—6=0
b) ®:2x—y—3z=0 T3x—y+5z=0
_ 77T
) ﬂ:(g'51'])_1)}—>ﬁxni: 0 —1 —1|=—T—37%3k
M =130 3.0 1
El vector director de larectaes v = ( —1, =3, 3).
. T 7k
o) M= I mm ol D1 3= —§T— 197+ K
m =3 -15)
3 =1 5
El vector director de larectaes v = ( —8, —19, 1).
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SOLUCIONARIO

Dada la recta:

X _y+1 z—1

1 —1 2
Halla su ecuacion implicita, y comprueba que el producto vectorial de los vectores
normales de los planos es proporcionala v = (1, —1, 2).

Hallamos la ecuacion implicita de la recta r.

y+1
X= X+y+1=0
S I QN Y
z—1 2Xx—z4+1=0
X=—-—
2
Los vectores normales de los planos son:
m=(1,1,0
m=1(2,0-1)
Tk
Mxm=|1 1 0|=—i4j-2k=(-11-2)
2 0 -1
El vector my x 1, = (—1,1, —2) es proporcional a v = (1, —1, 2).

Halla el area encerrada en los triangulos cuyos vértices son:
a) A(0,0,0) B(—1,2,1) c(—=1,-1,-1)

b) A(3,0,0) B(0,2,0) C(0,0,1)
a) Dos lados del tridangulo son:
AB=(—1,2,1)
AC=(—1,-1,-1)
T

kK
ABxAC=|-1 2 1
—1 =1 -1

|ABx AC| = /(=17 + (-2 + 3 =14

= T—2]+3K=(-1-273)

) |ABx AC| 14
Area= ——— = ——
2 2
b) Dos lados del tridangulo son:
AB=(=3,2,0)
AC=(-3,0,1)
T Tk
ABxAC=|—-3 2 0|=2I+3]+6k=(23,6)
-3 0 1
|ABX AC| =2 +3 +6° =49 =7
) |ABx AC| 7
Areazizg
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011 | Calcula el area del triangulo cuyos vértices son:
A(2,1,3) B(3,0,1) c(—1,—-2,0)

Comprueba que el resultado es independiente de los vectores que elijas
para hallar el &rea.

AB=(1,-1,-2) AC=(=3,-3,-3)
7K

ABxAC=|1 —1 —2|=-37+9/—6k=(-39 —6)
-3 -3 -3

|ABx AC| = (=3 + 9 + =126 =314

) \ABxAC\ 3\/14

Area = = 5

Comprobamos que el resultado es independiente de los vectores elegidos.
« Eldrea del tridangulo de lados BA= (=1,1,2)y BC = (—4,—-2,—1)es

T7 K
BAxBC=|-1 1 2|=3—9+6k
—4 -2 -1

|84 x BC | =126 =314

. ‘E?ATXB?‘ 3\/?
Area = 5 = 5

« El drea del triangulo de lados CA=(3,3,3) y CB=421)es

i
CAxCB=|3 3 3|=-3+9]—6k
4 2

|CA x CB|= 126 =314

) |CAxCB| 314
Area = =
2 2
El &rea del tridangulo tampoco varia.

012 | Halla la distancia del punto P(1, 0, 2) a las rectas.
x—y=0 X y+2 z—=5
a)r: X _YrTe 270
) y+3z= 0} o) s 1 3 2

a) Calculamos un vector director v,y un punto A de la recta.

ik
V=1 =1 0|==37—34+k=(=3-31
0 1 3
A(0,0,0) € r AP =(1,0,2)
7K
V,xAP =|-3 =3 1|=—6i+7]+3k=(-6,7,3)
1 0 2
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SOLUCIONARIO

V]=vo+9+1=+19 [V, % 4P| = /36 + 49+ 9 = /o4
La distancia del punto P a la recta r es:

v x APl Joa 1786

dP, r)=

AR 19
b) Calculamos un vector director V; y un punto A de la recta.
V.=(1,3,2) A0, —2,5)€s AP =(1,2,-3)
Tk
V,xAP=|1 3 2|=—-13i+5/—k=(-13,5 -1
1 2 =3

V=v1+9+4 =14 V. x AP| = V169 + 25+ 1 = V195

La distancia del punto P a la recta s es:

_\vsxAP\_\H% \/E

diP,s)=

7zl s
Calcula la distancia del origen de coordenadas a las siguientes rectas.
x =143X\
a) r:y:2—)\ b)S:X_Zzy_1:z+4
7=0 —1 —1 2
a) Hallamos un vector director v,y un punto A de la recta.
V,=(3,-1,0) AL 2,0)€s AD=(~1,-2,0)
7K
V,xAO=|3 -1 0|=-7k=(0,0,-7)
-1 =2 0
V] =+v9+1 =410 [V, x AP| =~49 =7

La distancia del origen de coordenadas O a la rectares:

v, xA0| _ 7 _ o

do, r) = =
Vi V10 10
b) Calculamos un vector director V; y un punto A de la recta.
V.=(=1,-1,2) AQ2,1,—4)€s AD =(-2,-1,4)
Tk
V,xAO=|-1 =1 2|==2i—k=(-2,0-1)
-2 -1 4

Vl=Vi+1+4 =6 V. x A0|=/4+1 =15
La distancia del origen de coordenadas O a la recta s es:

7V, x AO| :£: V30

V. Je 6

d(O, s) =
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014 | Calcula el producto mixto [U, v, w], siendo los vectores t=(0,1,0), v= (1,1, 1)
yw = (0,0, —1).

S
=l
3
I
<y
3
X
5
I
S
=
T
IS
I

015 | Calcula el volumen del paralelepipedo definido por los vectores t = (—2, 0, 0),
v=(3,21yw=(-2,04.

T 7K
VxW=|3 2 1|=8—14]+4k = (8 —14, 4)
-2 0 4
[GV,Wl=0U-(VxW) =(=2,00)-8 —144) =—16
Volumen =T, V,w1|=16

016 | Calcula el producto mixto de los siguientes vectores:

—

U=(3,8,0) v=(0,—-1,3) wW=(=540)

3 8 0
[Gviwl=|0 -1 3|=-15
-5 4 0

017 | Comprueba que este producto mixto es cero.
(U, V,u+V]

Sean: U = (U, U, Ua) V=V, vV, V3
u U Us
(GV,u+Vvi=| v Vs v |[=0

u+v, u+Vv, U+Vvs

La tercera fila es combinacién de la primera y la segunda.

018 | Halla el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores:
u=(—1,-1,-1) v=(1,1,1) w=1(0,0,2)

Como Uy vV son proporcionales, los tres vectores, U, V'y W, no generan
un paralelepipedo.

019 | Obtén el volumen del tetraedro cuyos vértices tienen las siguientes coordenadas:
A(0,0,0) B(0,0, 1) (0, 2,0) D(3,0,0)

AB=1(0,0,1) AC=1(0,2,0) AD = (3,0,0)
00 1
[AB,AC.ADI=|0 2 0|=-6
300
[[ABx ACx AD]| 6
Vo\umen:7:E:1
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SOLUCIONARIO

Determina la distancia entre las siguientes rectas que se cruzan:
- y=1 S:x+1=y+1=z—4
X+z=-2 -2 3 -2

Hallamos un punto y un vector de cada recta.

i j ok
V.=[0 1 0|=i—k=(,0-1 P(=2,1,00€r
1 0 1
V,=(-2,3 -2 P (—=1,—-1,4€s
El vector determinado por los puntos Ry P, es: EE =(1,-2,4)
T 7K
Vxv,=|1 0 =1=3+4j+3k=34,3)
-2 3 =2

PRV, VI=PP-(V, x V) =(1,-2,4)-(3,4,3)=7
Por tanto, la distancia entre las rectas es:

iRV, v 7 238
|

T Joti6+9 34

Estudia la posicién relativa de estas rectas, y calcula la distancia entre ellas.
. 3X—y=-2 S‘x+y+z:3
‘X+y—z=0 X—y—z=2

Hallamos un punto y un vector de cada recta.

- =

7k
V=13 =1 0|=7T+3/4+4k=(1,34) R0,2,2)€r
1T 1
[IVER3 507
=11 1|=2-2k=1(0,2 -2 R[—,—,O]es
1 -1 - 22

Determinamos la posicion relativa de las dos rectas.

El vector determinado por los puntos Ay P, es: P,_)R = [% —%, —2]
Tk

VXV, =|1 3 4 |==14i4+2j+2k=(=14,2,2)=0
0 2 =2

(PP, V., V.= PP, (7 x 7)) = [% - —2]-(—14, 2= 4220

Es decir, las rectas se cruzan.
Por tanto, la distancia entre las rectas es:

IZaal 42 4 7451
air, s) = ————= = =
v, XV, J(=14) 422 422 204 17
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022 | Calcula el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de dos puntos
fijos A(2,0, 1)y B(4, —2, 0).

Llamamos P(x, y, z) a los puntos del espacio que equidistan de los puntos Ay B.
d(A P) = (x =2V +(y —0F +(z 17
d(B, P) = J(x — 47 + (y + 2 +(z —O)

Igualando ambas distancias:
X=20+(y—=0F +(z=0 =(x—-47+(y+2 +(z-0)
—4x -4y —2z—-15=0
El lugar geométrico de los puntos que equidistan de Ay de B es el plano
de ecuacion:
T A4x+4y+22+15=0

023 | Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de tres puntos fijos A(1, 0, 0),
B(0,1,0)y C(0,0, 1).

Llamamos P(x, y, 2) a los puntos que equidistan de los puntos A By C.
dAP)=A(x=17 =x—1
dB,P)=Ay—=10 =y—1
diC,P)=A(z=10 =2z-1

Igualando las distancias:

X—l=y—-1=z-1
El lugar geométrico de los puntos que equidistan de los puntos A, By C es la recta
de ecuacion:
—1 —1 —1
X = -

1 1 1

024 | Determina el lugar geométrico de los puntos del espacio que distan 1 unidad
de los planos.

a) m:x=0 b) myx—y+2z=0

a) Llamamos P(x, y, z) a los puntos del espacio que distan 1 unidad del plano ;.

LI
-2

El lugar geométrico estd formado por dos planos:

1

d(P,m) i

1—>M:1%{XZ
X =

X =1 X =—1
b) Llamamos P(x, y, ) a los puntos del espacio que distan 1 unidad del plano ..

xfy+22:\/g

|x—y+2
X—y+22:—\/g

V14+1+4
El lugar geométrico esta formado por dos planos:

owzx—y—i-Zz—\/g:O OZ:X—y+ZZ+\/g:O

d(P, m.) :]*‘X*)HLZZ‘:\/E—)
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SOLUCIONARIO

Determina el lugar geométrico de los puntos que equidistan de estos planos:

T:x=0 TyX—y+2z=0
Llamamos P(x, y, z) a los puntos que equidistan de los planos m y ..
X
diP, ) _Id | x|
J1
_ [x—y+27

dP, m,) =

Je

Igualando las distancias:

¥ = X—y+2z
_ ) =

4P 7) = (P 7y > o] = Y2 7o
Jo o Xty—2z

e
El lugar geométrico esta formado por los planos:

01:(\/g—1)x+y—22=0 02:(\/g+1)x—y+22:0

Halla la ecuacién general de la esfera cuyo centro es el punto C(7, —1, 0) y que pasa
por el punto de coordenadas P(—3, 4, —2).

Calculamos el radio de la esfera.

d(p, ) =107 + (=57 +2¢ =129

La ecuacioén de la esfera es:
(xX=77+(y+1+(z-07 =129
Desarrollando obtenemos la ecuacion general.
X+ y + 722 —=14x+2y—-79=0

Estudia si esta ecuacion corresponde a una esfera. En caso afirmativo, calcula
su centro y su radio.
X +y?+22-2y+2=0

Si esta ecuacién correspondiera a una esfera se deberia cumplir que:

—2a=0 a=0
—2b=-2 5 b=1
—2c=0 c=0
a+b+c—-r=2 1—r=2-r=-
Como r* = —1no tiene solucion, esta ecuacion no corresponde a una esfera.

Discute la posicion relativa de larecta s: (x, y, z) = (4, —2, 1) + X(1, 2, —1) y la esfera
de centro C(2,0,3)yradior=3.

Hallamos la distancia de la recta al centro de la esfera:
V.=(1,2 -1 A4, —2,N€Es AC=(-2,2,2)

- =
~|

—1l=6/+6k=1(606)
-2 2 2
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V. x AC| = /36 +36 =72
V. x AC
:‘Vsi _ V7 =12 >3
P+ 22+ (-1

\/S
La distancia de la recta al centro es mayor que el radio. Por tanto, la recta
es exterior a la esfera.

d(c, s)

029 | Halla la posicién relativa del plano «: 3x — 2y + 3z =1y la esfera de centro C(2, 0, 3)

yradior=3.
Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano.
3:2—2:-043-3-1
4c, = 4,

13, -2, -3)| V22

La distancia del centro al plano es menor que el radio. Por tanto, el plano
es secante a la esfera.

030 | Halla el plano tangente a la esfera de centro C(2, 0, 3) y radio r =3
en el punto P(2, 0, 0).

El vector normal del plano es: CP=1(0,0,-3)

La ecuacién del plano tangente a la esfera en el punto P es:
m0-(x—=2)4+0-(y—-0)+(=3):-(z-0=0->m—-32=0

031 | Calcula la recta normal a la esfera de centro C(2, 0, 3) y radio r =3
en el punto P(2, 0, 0).

X =2
P(2,0,0)
T — (0.0, -3) —=sy=0
e z= -3\
032 | Comprueba, con un ejemplo, la relacién que hay entre:
Una recta perpendicular al plano tangente a una esfera en un punto, y la recta
normal a la esfera en ese mismo punto.
Una recta perpendicular al plano tangente a una esfera en un punto es la recta
normal a la esfera en ese punto.

Por ejemplo, el plano tangente a la esfera de centro C(2, 0, 1) y radio r = 2
en el punto P(0, 0, 1) es 2x = 0.

La recta tangente a ese plano en P(0, 0, 1) es:

X =2\
sy=0
z=1

La recta normal a la esferaen P(0, 0, 1) es:

X =2\
sy=0
z=1

Ambas expresiones coinciden.
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033 |Siu=(—1,4,2),v=(=3,1,6)yw= (3,3, —1), calcula:

UXV byux(V-—2w) o 2U+vxw

3
a) UxvV=|-1 4 2|=220+1Kk=(22,0,10
-3 16
T 7K
b) Ux(V—2w)=|—1 4 2|=42—10j+ 41k = (42,10, 41)
-9 -5 8
i 7K
Q WHVXW=20+|-3 1 6|=2-14,2) +(=19,15 -12) = (21,23, —8)
3.3 -1

034 | Siendou=(3,2,00y v=(3,6,—2), hallau x VyV X U, y explica el resultado.

035

036

037

<y
X
<
~
<
X
<y

Siu=(3,2,0)

TT K TT K
UXV=|3 2 0|=-4i+6j+12k VxU=|3 6 —2|=4i—6j—12
3 6 =2 32 0

Encuentra dos vectores que tengan médulo 5y que sean perpendiculares
alosvectores U= (2,0, —1)y v=(6,—3,2).

Calculamos un vector perpendiculara U y V.

!
TxV=[2 0 —1=-3—10j—6k =(=3,—10, —6)
6

[T xV|=+9+100+36 =+145

Los vectores perpendiculares a Uy v' de modulo 5 son:

5 106 - [ Wi 10v145 _6\/145]
\/ 29 29 29
_ [3J145 104145 64145 ]
W= —— 2 (=3,-10,—6) = / ,
N/ 29 29 29

= (3,6, —2), calcula U - (U x V). Extrae una conclusién general.

yv
Tk
UxV=[3 2 0|=—4+6]+12k
36 =2
U-(UxV)=(3,20)-(-4,612)=0
U - (U x V) siempre vale 0 porque U x V es un vector perpendiculara u.

Justifica mediante determinantes que U X U=0.

El determinante de una matriz con dos filas iguales es siempre nulo.

tienen el mismo modulo, la misma direccidn y sentidos opuestos.
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Productos vectorial y mixto

038 | Demuestra, usando las propiedades de los determinantes, que el producto vectorial

distribuye a la suma.
UX(V4+W)=UXV+UXW

Consideramos los vectores U = (uy, Uy, Us), V. = (v;, V5, V3)

i J k i j ok i J
Uy Uy Us =|U U Us|+H|U U U
Vitw, v +w, v 4ws ViV V3 Wy W, Wi

Ux(U4+W)=UXV+Uxw

039 | Determina, usando el producto vectorial, el angulo que forman los vectores (4, —1, 3)

y(3,0,2).
U=(4,-13) V=002
T 7K
UxV=[4 —1 3|==2i+j+3k=(=213)
3.0 2

[T x V|=[d|-|V]-sen

S sena = |77 = [(-2.13)] = 14 :OZO35%{O¢:”O44I 347
7] |7] Je 13 V2613 ' o = 168°15' 26"

Tomando el &ngulo entre dos vectores como el menor que forman sus direcciones
al cortarse, la solucién es v = 11° 44" 34",

040 | Halla [u, v, w] en los siguientes casos.

a) a):(07472) V ( 21711) W:(57_211)
b) t=(0,42 Vv=(5-21) w=(=271)
Q) u=(941) v=(-1,5—11) w=1(12,6,0)
0 4 2 9 4 1
a) |u, v, w|=|-2 7 1|=-34 Q |uvV,wl=|-1 5 —=11=0
5 =21 12 6 0
0 4 2
b) |u,v,w|=| 5 =2 1|=34
-2 71

041 | Demuestra, utilizando propiedades de los determinantes, que parak, U, vy w
se verifica que:
[kd, v,w]=[u, kv,w] = kU, v, w]
Consideramos los vectores U = (uy, Uy, Us), V. = (v, V5, v3) Y W = (W, Wy, W3).
Utilizando las propiedades de los determinantes:

ku, ku, kus U U U U U U
vi v, vyl =lkv, kv, kvs|=klvi v, v,
W, W, W Wy, W, Wi W, W, W

S
=
5

Por tanto: [ku, V, w] = [U, kv, w] = k[



SOLUCIONARIO

042

Dado el vector a = (3, —5, 2), elige otro vector Ey comprueba
que[a, b,2a — b] = 0. Explica por qué sucede esto.

Para cualquier vector. b que elijamos, 2d — b es combinacion lineal
de los vectores a y b. Como el producto mixto de vectores linealmente
dependientes es cero: [d,0,2a —b]=0

043 | Explica por qué para cualesquiera g, by C:

[a+2b—c —3a+5b—2a+7b—cl=
El producto mixto de los tres vectores definidos como combinacion lineal
deda,b yC es:

1 2 1
-3 5 0]=0
-2 7 1
Esto ocurre porque los tres vectores son coplanarios y, por tanto, el volumen
del paralelepipedo que forman es cero
044 | Comprueba con v = (3, —4, =(—2, 3, 1) si se verifica la igualdad:
[Ux V|=|u]|-|v]—(u-V)?

=197 =137+ k= (=19, =13, 1)

T]=vo+16+25 =50 =5v2
Vi=va+o+r1=+14

(U-V)=(-6—12+5) =169

[T [V]— (@ VY= 5214 —169 = 1047 —169

Como 3v/59 = 1077 — 169 — No se verifica la igualdad

045 | En general, el producto vectorial no tiene la propiedad asociativa
UxXV)Xxw=Uux(VXw)
Compruébalo para =, v=kyw= k.
(TXV)xW = ([xK)xk=Txk=—] ) o
- e~ = = = = = = —>Nosecumple la propiedad asociativa.
UxX(vxw)=jx(kxk)=jx0=0
046

Demuestra que (U — V) X (

2(U x V), sean cualesquiera los vectores Uy V.
(T-V)X(U+V)=UXU+UXV-VXU—-VXV

Sabemos que:

UxT=VxvV=0 — e -
e e~ (u=V)X(utV)=2Auxy)
VXU=—UXV
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047 | Encuentra un vector d que tenga moédulo 3, y tal que si b=(3,—3,0)se verifique
qued X b= (6,6,3).

Consideramos el vector d = (aj, a,, ;).

- = -

i j k
axb=l|a a a|=3ai+3a;j—3(a,+a,)k=(6,6,3)
3 -3 0
Igualando coordenadas:
30; =6 as; =2 -
- —a= —1—a,?2
73(aw+az):3} {az =—1-q a=la a2

|d|=+2a; + 20, +5

C0m0\5\=3—>2a$+2a]+5=9_>{a* =2

a =1
Por tanto, hay dos vectores que cumplen la condicién inicial: d; = (=2, 1, 2)
ya,=(1,-22)

048 | Calcula el valor de a para que el producto vectorial de los vectores (a, —a, 2)
y (2, a, 1) sea proporcional al vector (1, 1, 0).

U=, —a?2) vV=(2al
Tk
Uxw=|a —a 2
2 a 1

= 3di+ (4 —a)j+ (@* + 2a)k = (=3a, 4 — a, &> + 2a)

Como debe ser proporcional al vector (1, 1, 0), entonces:

—3a 4—a a+2a _—3a=4-a
= = - —a=-2
1 1 0 a‘+2a=0
049 | Sitenemosu =(3,—2,5)y vV =(—1,1, 1), ;qué vectores w cumplen
que U X w= Vv ?Escribe tres ejemplos.

Consideramos el vector w = (w,, w,, ws).
7K

UxwW=|3 =2 5]|=(=5w, —2w;)i+ (5w, —3w;)j+ 2w, + 3w, )k = (=1,1,2)
W, W, W,

Igualando coordenadas:

T+ 3X
—5W, — 2wy = —1 M=
5wy =3ws; =1 = 1—2X\
Wy + 3w, =1 Wo=—2
Wi =\
Obtenemos tres ejemplos dando valores a \:
Parax=—2—>w,=(-1,1,-2)
Parax=3—w,=(2,—1,3)

Parax=8— w; = (5, —3,8)
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SOLUCIONARIO

051 | ;Como han de ser dos vectores para que cumplan que [u X V|=|u |- |V]?

|7 x V|=|T|-|V] sen a=|T]|-[V| = sen a =1

Los vectores deben ser perpendiculares.

12x + 6y —18z2—13 = o}

052 | Halla el vector director de larecta r:
—8x —4y +12z+5=0

v, =

—

i

1

2

-8
Como los vectores normales son proporcionales, los planos son paralelos
o coincidentes, es decir, no se cortan en una Unica recta.

7
6

—4

—

k
—18|=(0, 0, 0) = Los planos no definen una recta.

12

053 | Determina la ecuacién de una recta perpendicular a ry s que pase

054

por el punto P(3, —2, 0), siendo:

x=2
r:x=y7_2=z+2 ssy=-—3+X
—2 3 z=5-2\
7K
Vi=0,-23 V.=(01-2 VxV.=[1 -2 3|=7+2j+k
0 1 -2
X= 34X

La recta que buscamosest: y = —2 + 2\

Z=X\

Decide si las rectas son paralelas.

V,i=(32-1

3

4

-3

x=—1+3X\
rry =2\ s: 2x+y—z—3=0}
Z=2-) —x+2y+2z2—-5=0
T 7K
V,=[2 1 —1=4/—3]45=(4 -3,5)
-1 2 2

2 —1 .
= —— = — — Los vectores no son proporoonales,

por tanto, las rectas no son paralelas.

050 | Encuentra un vector U, de modo que para los vectores @ = (3, 5, 1), b=(1,0,—4)
y € =(—3,—1,2)severifique que2d —3U=b X C.
7k
bxT=|1 0 —4|=—4i+10j—k=(—4,10,-1)
-3 =1 2
27— 3=bxC— 3= 25— bxC U= (27— bx7)
ST %[2(3, 5, 1) — (=4, 10, —1)] = g 0, 1]
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055 | Determina la distancia del punto P(1, 2, 3) a la recta:

—1 1
pXloy+l_ 2

2 —1 —2
Tomamos un vector director v,y un punto A de la recta.
v,=(2, -1 -2 Al =10 €er AP=(0,3,3)
T ox
VUxAP=|2 —1 —2|=37—6]+6k=(3,—6,6)
0o 3 3

Vi=Vva+1+4 =3 [V, x AP| =9 +36+36 =9
La distancia del punto P a la recta r es:

7 % AP
g TPl _9 .

v, 3

056 | Halla la distancia del punto P(—2, 2, —9) a la recta:
_ x+3y = 1}
X+6y+2z=1
Encuentra también el punto de r que se encuentra a esa distancia de P.
Comprueba que las dos distancias coinciden.
« Calculamos la distancia del punto P a la recta.
Tomamos un vector director v,y un punto A de la recta.

Tk
V=1 3 0|=61—2+3k=(6-23)

16 2
A(1,0,0) € r AP = (=3,2,—9)

T 7K
VXAP=|6 —2 3|=12+45]46k =12, 45,6)

-3 2 -9

V] =V36+4+9=7  |VxAP|=+144 + 2025+ 36 = 2205 = 215

La distancia del punto P a la recta r es:
7, x AP
[ZxApl _ s _ Lz

v, 7

dP, r)=

« Determinamos el punto que se encuentra a esta distancia de P.
Hallamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por P.
6x—2y+324+4D=0—>6-(—2)—2-243-(-9)9+D=0->D=43
T 6X—2y+324+43=0
Calculamos el punto Q interseccion de la recta r con el plano .

x+3y =1 X==5
X+6y+2z=1r—>1y=2 —0Q(-52 -3)
6x —2y+324+43=0 z=-3

d(p,Q) =|P0| = |(=3,0, 6)| =45 = 3v5 =d(P, r)
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057 | Encuentraun puntoenlarectar: y = —1+ 5t que se halla a 3 unidades
z=2t

de distancia del punto P(8, 11, 3).

Comprueba que ese es el punto de la recta mas proximo a P.

Un punto de la recta res de la forma R(2 + 4t, —1+ 5t, 2t).
d(P, R) =|PR| = |(4t — 6, 5t —12, 2t — 3)| = 45 — 180t + 189
d(P,R) =3 — /451> =180t +189 =3 —t =2 — El puntoes R(10, 9, 4).

Calculamos la distancia de P a la recta.
_ ik
1
2

PRXV.=|2 —2 1|=-974+18k=(-9,0,18)

5

Vil=Vi6+25+4 =35
PR x V| = 81+ 324 = 95

_IPRx7| oV

==

Como la distancia del punto a la recta es también 3, el punto R
es el mas proximo a P.

IR

dP, r) 3

—

V/

058 | Calcula el punto del plano w: y = 14+ 4X+ p { que se halla mas préximo
z=14+2X+2p

al punto P(17, —4, 9). ;A qué distancia se encuentra?

Tenemos que hallar la proyeccion del punto P sobre el plano.

Calculamos el vector normal 7 del plano.

—6i—6j+3k=(6-623)—>n=(2-21

_\_J>\\¢
NN x|

i
m=|3
0

La recta perpendicular al plano que pasa por P es:

xX= 1742t
rry=-4-2t
z=9+4t¢

Calculamos la interseccién de esta recta con el plano.

17 4+ 2t = =14 3X\ =2
—4 =2t=1+4XN+p [ > ip =—1 > El punto de interseccion es P'(5, 8, 3).
O+t=1+2x+21 t=-6

La distancia del punto P al plano coincide con la distancia entre Py P'.
d(P, Py =|PP'| =|(~12,12, —6)| = 18

347



Productos vectorial y mixto

059 | Halla la distancia entre las rectas:

x=—1
rx—5=y—-2=2-z sty=44+X
z=44+X
Hallamos un punto y un vector de cada recta.
vi=(1,1,-1) P(5,2,2) v.=(0,1,1 Pi(—1,4,4)
Calculamos un vector determinado por un punto de cada recta.
PP.=(~6,2,2)
Calculamos el producto mixto de los tres vectores.
T x
TxvV=|1 1 1= =T+Fk=@2, 11 V. x 7| =6
0o 1 1

(PR, V, V]=PP- (V,x V) =(~6,2,2)-(2,—1 ) = —12
Por tanto, la distancia entre las rectas es:

b v v
4. 5) (PP, 7, V.1 _ 2 o[

V, x| Je

060 | Comprueba que la distancia entre las siguientes rectas es 3, y halla un punto
de cada una de las rectas que se encuentre a esa distancia.

X=4+22 x —1 y—4 z—1
rry=-1 st = =
Z=06+4X 3 —1 4

« Calculamos la distancia entre las dos rectas.
Hallamos un punto y un vector de cada recta.

vV,=1(2,0,4) P4, —1,6) V,=03,-1,4) R(1,4,1)
Calculamos un vector determinado por un punto de cada recta.
PP = (3,5 —5)
Calculamos el producto mixto de los tres vectores.

[
VXV, =2 0 4|=4i+4]j—-2k=(4,4 -2)

3 =1 4

[V, x V| =+16+16+4 =6
[RP,V, V] =PP - (V,x V) =(~3,5-5)-(4,4,—2) =18
La distancia entre las rectas es:

RP.V,.7,
dir o= SRRV VI 18

v, xv.| 6

Calculamos los puntos que se encuentran a esta distancia.

Sean Ry Sdos puntos genéricos de las rectas ry s, respectivamente.
R(442XN, —1,64+4N) €T SO4+3p, 4 —p, 14+ 4p)€s
RS = (—2X\+30—3, —pn+5 — 4N+ 4p—5)
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El vector RS debe ser perpendicular a los vectores directores de las rectas.
E-VT:—ZOX+22M—26:O}_>{>\:2
RS-V, = —=22X\+26p—34 =0 p=23
Los puntos que buscamos son R(8, —1, 14) y S(10, 1, 13).

La distancia entre estos dos puntos es: d(R, S) = \,%\ =] 2 -1=3

Calcula la distancia entre las rectas ry s:

X=3_y+2 _ x+6

r pasa por el punto P(—1, 2, —4) y es paralela a la recta ] s

C 2x+y—z=4
Cx42y4+z=1

Las ecuaciones paramétricas de las rectas ry s son:

x=—143X Xx=5-3u
rry=2—-Xx A
z=—4+4+5\ z=6-—"5

Hallamos un punto y un vector de cada recta:

v,=(3,-1,5) P(—1,2,—4) V,=(-3,1,-5) Py(5,0,6)
Como v,y V; son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
La distancia entre las rectas es la distancia de P.(—1, 2, —4) a larecta s.

PP.=(6,-2,10)

N [ PP XV,

PP XV, =|6 —2 10 :O%d(r,s):d(/%,s)"s_)ivf‘:
-3 1 -5 Vi

Las rectas son coincidentes.

Expresa en forma paramétrica las ecuaciones de la recta que resulta de cortar
los planos w: 2x —3y + 5z =10y ~": —x + y —2z = —4.

a) Resolviendo primero el sistema que forman.

b) Hazlo también calculando un vector director.

X=2—-X\
2X—3)/+52:1O}_>y:_2+>\
—X+y—-2z=-4 PN

3
b) ¥, =|2 -3 5|=i—-j—-k=0,-1-1
-1 1 =2

Calculamos un punto de la recta.

2x =3y +52=10| Siz=2 2x—-3y =0 x=0
S -
—X+y—2z2=—4 —x+y=0 y=0

Un punto de larecta es P(0, 0, 2)

X=X\
La ecuacién paramétricade larectaesr:y = —X\
z=2-X
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063 | Encuentra la ecuacién del plano que contiene a la recta ry es paralelo a la recta s.

r:

x—1 _ y+2 z-3 s: 2Xx4+y—z+4+8=0

S "5x —2y—2z—6=0
Buscamos el plano que pasa por A(1, —2, 3) y tiene como vectores directores
V,i=(2,-2-1) yV.

- = -

i j K
V=2 1 —1|=—4i—]—9%k=(-4,-1-9)
5 -2 =2
x—1 y+2 z-3
| 2 =2 =1 |=17x+2y—10z2+57=0
e i

064 | Determina la ecuacién de una recta que pasa por el punto (—1, 4, 2) y es paralela
a la recta interseccion de los planos:

™2x+3y—z+42=0 Twix—2y+2z4+5=0

Buscamos la recta que pasa por P(—1, 4, 2) y tiene como vector director el vector
director de la recta dada.
7K
V.=12 3 —1|=4i—-5j—-7k=(4, -5 -7)
T =2 2
La ecuacién de la recta buscada es:
x+1 y—4 z-2
4 -5 —7

S:

065 | Decide si las dos rectas se cortan y, en caso afirmativo, determina el punto de corte.
Halla también la ecuacién de una recta que pase por el punto A(3, —1,0) y sea
perpendicular a las dos rectas.

x=54+2X
— 4
L= 6_z+4 sty=4—X\
-1 1 2 =2

+ Determinamos la posicion relativa de las rectas.

U0,=(-1,1,2 F(0, 6, —4) V,=(2,-1,0 Q,(5,4,-2)
PO, = (5 -2,2)

5 -2 2
Rango -1 1 2|=2

2 -1 0

Como los vectores directores no son proporcionales, las rectas se cortan.
+ Determinamos el punto de corte de las rectas.
x _y—-6 _z+4

1 1 2 X =—1

X =542\ — 1y =7 —ElpuntodecorteesC(—1,7, —2).
y=4-X\ z=-2

z==2
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« Hallamos la recta que pasa por A(3, —1, 0) y es perpendicular a las rectas ry s.

- =

3
T XV =|-1 2 =2044/—k=(24,-)
0

Larectaest: X;3 _y+l_z

066 | Una recta pasa por el punto (1, —1,0) y es paralelaalos planosx+y=1,x+z=1.
Halla sus ecuaciones.

(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 1)

Buscamos una recta que pasa por P(1, —1, 0) y tiene como vector director
el producto vectorial de los vectores normales de los planos.
TJk
T 1 0|=i—j—k=(0,-1-10
170 1
X —1 y+1_ z

Larectaesr: ] ==

067 | Encuentra una recta paralela al plano «: 2x — 5y + z — 2 = 0 que se halle a 230
de distancia.

Tomamos un punto del plano, por ejemplo: P(2, 1, 3) € ©

Sial punto P le sumamos un vector de médulo 2430 que sea perpendicular
al plano, obtendremos un punto que estd a esa distancia del plano.

El vector perpendicular al plano con médulo 2430 serad un vector proporcional
al vector normal del plano.

Comon = (2, -5, 1), el vector que buscamos seré de la forma:
AT =XN2, =5 1) =2\ =5N\N)

Y debe cumplir que:

[2X, =53 M) = V308 = 2430 > X =2

Es decir, un vector perpendicular al plano con médulo 230 esT = (4,-10, 2).
Q+UT=(2,13)+(4,-10,2=(6-9,5)

El punto Q(6, —9, 5) estd a distancia 2430 del plano.

La recta que buscamos pasa por el punto Qy tiene como vector director un vector
perpendicular al vector normal.

SiVv, = (a, b, 0), tiene que cumplirse:
V..-n=0-=(a,bc) (2, -50N=2a—-5+c=0
Sta=1yb=0—->c=-2

El vector v, = (1, 0, —2) es perpendiculara .

La recta buscada es:

X=6+X\
ry=-9
Z=5-2\
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068 | Calcula la distancia de P(—3, 4, 0) a las rectas.

a) r:

X+4=y_2=Z—2 9t X+2y+3z—-1=0
2 -3 2Xx —4y+2z412=0
X =342\
y =194 5X
zZ=—-3—X
a 4=021,-3 Q(—=4,2,2) PO, =(=1,-2,2)
- T 7k
PO xU, =|—-1 =2 2 |=4i+j+3k=1(4123)
2 1 =3
PO, x| 26 13 o
dp,rn=——-"1= =, = =7
u, 14 7 7
b) T=(25-1 Q,3,19,-3) PO, = (6,15, -3)
_ T 7k
PQ. xU, =|6 15 —3| =0 — El punto P pertenece a la recta s.
2 5 -1
Tk
O U=|1 2 3|=14i+5/—-8k=1(4,5 —8)
2 —4 1
01,3, -2) PO, = (4, —1,-2)
_ Tk
PO, T, =|4 —1 —2| =187+ 4]+ 34k = (18, 4, 34)
14 5 =8
PO, x T, . .
P8 PO x G| 1496 2J1065%

@l Vs 285

069 | Halla la distancia entre larectar: (13+t,7 —t, —4 + 2t) y el plano
T:4x 4+ 2y — z — 7 = 0. Encuentra dos puntos del plano que se encuentren
a esa distancia de r. Obtén la ecuacion de la proyeccién ortogonal de r sobre .

v, =(0,-12)
n=(4,2 -1

La recta es paralela al plano o estd contenida en él.

} — Son perpendiculares.

Calculamos la distancia de un punto de la recta, P(13, 7, —4) € r, al plano «:

4-1342.7+4-7|_ 6 _ .o

NPENEIET N

Para hallar dos puntos del plano que se encuentren a distancia 3v 21, calculamos
los puntos Py Q' del plano que sean proyeccién ortogonal de dos puntos Py Q
delarectar.

dir, ®) = d(P, ®) =
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SOLUCIONARIO

« Proyeccién ortogonal P’ del punto P(13, 7, —4) € r sobre el plano.

x=134+4p
La recta perpendicular al plano que pasa porPesr:y =7+ 2p
z=—4-p
Hallamos el punto P’ interseccion entre r; y .
x=134+4p x =1
y=742p L =T )
z=—4-p z=-1
4x+2y—z—-7=0 p=-3

« Proyeccién ortogonal Q" del punto Q(14, 6, —2) € r sobre el plano.

X =14+ 4p
La recta perpendicular al plano que pasa porQesr,: y = 6+ 2p
z=-2—p
Hallamos el punto Q' interseccion entre r, y .
x=14+4p X =2
y=6+2p 1 V=0 0001
Z=-2-p z=1
4x+2y—z—-7=0 p=-3
La proyeccion ortogonal de r sobre  pasa por los puntos P'y Q".
x=T1+X
rry=1-=Xx
z=—142\

Calcula la distancia entre las dos rectas.

x =1+ 4t
"3 23X_62y_91:g} sy=—14 6o
X+2y+6z-9= z=2-4t

Justifica lo que sucede.

Determinamos los vectores directores de las rectas.

ik
v, =13 =2 0|=-12i—18j+12k =(—12,-18,12)
3 2 6
V,=(4,6,—4)
gk
VXV, =|—1 —% 1 | = 0 — Las rectas son paralelas o coincidentes.
4 6 —4
La ecuacion implicita de la recta s es: =2y —=5=0
X —z4+1=0
3 -2 0 3 -2 0 -1
32 6 3 6 -9
MOl 5 o T3 2 0 s
1 0 -1 1 0 -1 1

Las rectas son coincidentes, por tanto, d(r, s) = 0.
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071 | Halla la distancia entre las rectas r: (3 —X, 2\, 54+ \) y s, que pasa por los puntos
A(—1,—-2,4)yB(3,—10,0).

Calculamos un punto y un vector director de cada recta.

U,=(=121) P@3,0,5) A(=1,-2,4) AB = (4, —8, —4)
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
_ Tk
AP=(4,2,1) APxu, =4 2 1|=-5j+10k =(0, —5,10)
-1 2 1

=Ji+4+1=+6 |7 x AP| =25+ 100 = 545
Como las rectas son paralelas:

U),XA_:E‘ _ 5\/?2 530

[

ds, r)=d(A r) =

—

7 NG 6
X =243\
072 | Calculaladistanciadelarectar: y = —14 2\t al eje Z.
z=4-—-X\
0=032-1 P2, —1,4) 0(0,0,0) vV,=1(0,0,1)
_ -2 1 —4
[Prozu)n\_/)z]: 3 2 =1|=-7
0 0 1
i jk
Uxv.=[3 2 —1=2—3=(2,-3,0) |G xV,|=+13
0 0 1
(PO, T, 72] 7 73
d(r,s) = — = =
u V13 13

073 | Determina la ecuacién de un plano paralelo al plano OXY que se encuentre
a 5 unidades de distancia.

La ecuacién del plano OXY es z = 0. Hay dos planos paralelos que estan
a 5 unidades de distancia de él, son los planos z = 5y z = —5.
074 | Halla la ecuacién de un plano paralelo al eje Y que se encuentre a 4 unidades
de distancia.
Hay infinitos planos en esa situacion. Por ejemplo, z = 4y x = —4.

075 | Determina las ecuaciones de una recta paralela al eje Y que esta a 6 unidades
de distancia de O(0, 0, 0).

El eje Y tiene por ecuacion: ; - 8} Una recta que estd a 6 unidades del origen
es la recta que pasa por (6, 0, 0). La recta paralela al eje Y que pasa

X =06
| to (6,0, 0) es:
por el punto ( )eszzo}



SOLUCIONARIO

076 | Halla el valor del pardmetro a para que las rectas:

X=-=3+X
rr—x=y—a=z-3 sty=6-—X\
z=-34+X

se encuentren a una distancia de v/2 unidades.
Determinamos un punto y un vector director de cada recta.
U=(-1,11) P(0, a, 3) V,=(,-1,1) Q(—3,6,-3)
PO=(-3,6—a,—6)

11
[G,V,PQl=| 1 -1 1|=6-2a
3 6-a -6

=242/=(220 G x 7 =8

. v.pa|  |6—2a] [3-a| B a=1
. s) = _ -t ,\/5%\3—@72%{0:5

T XV, | J8

077 | Considera el tridngulo que tiene por vértices los puntos A(1, 1, 2), B(1,0, —1)
y C(1,=3,2).
a) Razona si el tridngulo es rectangulo.
b) Calcula la recta r que pasa por By es perpendicular al lado AC.
c) Calcula larecta s que pasa por los puntos Ay C.
d) SiD esel punto de corte de las rectas r y s, calcula el médulo del vector BD.
e) Calcula la longitud del lado AC.

f) Calcula el producto vectorial de los vectores A—_E)yA_é y comprueba que su médulo

esigual a h - b siendo h el médulo del vector BD y b la longitud del lado AC
(calculados en apartados anteriores).

a) Analizamos los productos escalares AC - AB, AC - B_Ey%\_f BC.
AC=(0,-40  AB=(0,—1,-3) BC=1(0,-3,3)
AC-AB=14=0
AC-BC=12=0
AB-BC=—6=0
El tridngulo no tiene lados perpendiculares, no es un triangulo rectadngulo.

b) Hallamos el plano perpendicular al lado ACy que pase por el punto B.
AC=(0,—4,0) >m —4y+D =0
B(1,0,-Nem—>D=0

Por tanto, el planoes m:y = 0.
X =1
LarectaquepasaporAyCes:s:y =1—4X
z=2



Productos vectorial y mixto

Calculamos el punto de corte del plano y la recta.

x =1
)z/ i 127 4 — El punto de corte es D(1, 0, 2).
y=0

La recta que buscamos es la recta que pasa por By D.

x=1
BD=(0,0,3)>ry=0
z=-1+3u
x =1
Q) AC=(0,—4,0) 5 y=1—4X
z=2

d) |8D|=](0,0,3)|=3

e) |AC|=](0, —4,0)| =4

3
f) ACxAB=[0 —4 0 |=12I=(12,0,0) |AC x AB|=12
0 -1 -3

|BD|-|AC|=3-4=12
Portanto:\A_E X /TE\:\BTDH%Ta

078 | Dadas las rectas:
XxX+y—z=0 S_x=2
‘x+2y=7 y=-5

Halla un punto en cada una de ellas, de tal forma que el vector que los una sea
perpendicular a ambas.

7K
P(7,0,7) V=011 S=20—j4+k=(@2 -1
12 0
TTK
P(2,—5,0) V.=[1 0 0|=k=1(0,0,1)
010

Sea A(7 + 2\, — X\, 7 -+ X\) un punto genérico de la recta r,y B(2, —5, p)
un punto genérico de la recta s. Tenemos que hallar Xy p de forma

que el vector AB sea perpendicular a ambas rectas.

AB=(-2x—=5X—5pu—X—7)

AB-(=2,1,—) =6\ —p+12=0 =1
AB- (0,0, 1):u>\7:0;_>{p:6

Los puntos son: A(5, 1, 6) y B(2, =5, 6)
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Larecta )\); ::'_ i z 1} cortaen Py Q respectivamente a los planosy =0y x = 0.

a) Determina los puntos (si los hay) en el eje Z que equidisten de Py de Q.
Naturalmente estos posibles puntos dependen del valor de X.

b) Determina X para que, ademas, los puntos del eje Zformen con Py Q
un tridangulo equilatero.

(Aragon. Junio 2002. Opcion A. Cuestion 2)

Hallamos los puntos Py Q.

X+y=1 X+y=1
N+z=1r—>P010,7 N+z=1r—>00,1,1=X\)
y=0 x=0

a) Un punto genérico del eje Z es de la forma A(0, 0, a). Buscamos los puntos A
que cumplen: d(A, P) = d(A, Q)

AP=](1,0,1— )| = 14 (1— a)?
A=0,11-X—a)| =1+ (=X —a)
X=0
d(A,P)=d(A Q) 51+ (1—af =1+ (1-x—a) > Vo272
2

« SiX =0 — a puede tomar cualquier valor.
Todos los puntos del eje Z equidistan de Py Q.

. SinOﬁu:ﬂ

El Unico punto del eje Z que equidistade Py Q es A[O 0, %]

b) Los puntos A, Py Q formaran un tridngulo equilatero si existen un X para el que:
d(A P)=d(A Q) =d(P, Q)

S|X¢O%A[OO%]
—— 2
\AP\:[ Mo e
4
— \ N H—— NIHTHEN 53N =4
|AQl = 1,o,—? =1+

No tiene soluciones reales.

Pl = (=11, =N =1+ 1+ N2

A, Py Q no forman un tridangulo equilétero.
+ SIN=0—=P(10,1,00,17)y AQ0,0, o)

|27 = | Q=1+ 0-a¢

18 =01 1- ] T+ 1=y |1 0-aF =V 5 {22

i =2
POl =|(=1,1,0)| =2

Hay dos puntos del eje Z que forman un tridangulo equildtero con Py Q:
A0, 0,0) y A(0, 0, 2).
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080 | a) Demuestra que las rectas:

xX=t
lyy=—t 12:x+y—z:0}
Z:2+t 2X+y+1:0

se cruzan en el espacio.
b) Encuentra la distancia entre dichas rectas.

a) Expresamos la recta I, en forma paramétrica.

X=—=1=p
Liy=14+2p
z=p
Determinamos un punto y un vector director de cada recta.
G=0-1) P00 V=(-121) Q=110 PQ=(-11-2)
I 1
[0, v, PQl=|-1 2 1|=-1
—1 1T =2
ioj ok
Uxv, =1 —1 1|==3—2j+k=(=3-2,1
-1 2 1

Como [0y, v5, POl = 0y U, x V5 = 0 — Las rectas se cruzan.

b) [T x V3| =vo+4+1 =14
0,7, 70 _ |- _ 14

T <77 Jia 4

d(r, s) =

081 | a) Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el origen y es perpendicular
al plano ©: x + y 4+ z = 3. Obtén el punto de corte de la recta con el plano =.

X=X
b) Hallael puntodelarectar:y =3 —X  cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea \/E
z=14+2X\

a) Buscamos una recta que pasa por O(0, 0, 0) y tiene como vector director
al vector normal del plano m = (1, 1, 1).

X =q
sSy=p
zZ=
Hallamos el punto de corte de la recta con el plano =.
X=p
Y= =100,
Z=p
X+y+z=3
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SOLUCIONARIO

b) Un punto genérico de larectares A\, 3—X\, 14 2\).
PAl=v=13=X =14+ 20| =5 5\ =1 + B =\ +(=1+ 2 =5
> A=
El punto que cumple la condicién es A, 2, 3).

Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta:
x —1 y z—1

1 1 —1

(Extremadura. Junio 2005. Repertorio A. Ejercicio 4)

A0 er
m = 1(0,1,1) es un vector perpendicular al vector director v = (1, 1, —1) de la recta.
Determinamos un vector perpendicular a la recta que tenga médulo 2.

@mo\ﬁ\:ﬁ—ﬂﬁ-ﬁ\:z

El extremo P del vector OP = OA + J2 - Fesun punto que estd a 2 unidades
de distancia de la recta.

P=01,010+v2-0110=1+v2,142)

Veamos que es cierto:

Tk
PAxT=|20 —~2 —N2|=22T=V274V2k=(2v2, -2, 42)
i

1 1 -

PA x 7] =23
d(P,r):‘PAju‘: 2\/? —>
[al (1,1, =1

Halla la ecuacién general del plano que corta a los ejes coordenados
en los puntos (2,0, 0), (0, 1,0) y (0, 0, 2). Determina los puntos de larectax=y =z
que estan a distancia 5 de este plano.

Buscamos un plano que pasa por A2, 0, 0) y tiene por vectores directores
AB=(—2,1,0)yAC=(-2,0,2).

X—2 y z
| =2 1 0|l=2x+4y+22-4=0->m x+2y+2-2=0
-2 0 2
Determinamos los puntos de la recta que estén a 5 unidades del plano.
Un punto genérico de la recta es P(t, t, t).
56 +2
2 -2 -2 = B
g ltr2rt=al o a-2=sV6 | 4
J1+4+1 4t—2=-576 t__s\/€+2
4

5v6 +2 576 42 5J€+2]
o ,

Los puntos son A,
4 4

56 +2 —5J6 +2 —5J€+2]

4 4 4

|
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084 | Dado el plano ;: 3x + ay + z = 6, calcula a para que la recta r que pasa
por el punto P(1, 1, 2) y es perpendicular a este plano () sea paralela
al plano 7,: x —y = 3. Calcula la distancia de la recta r al origen.

Buscamos la recta que pasa por P(1, 1, 2)y tiene como director el vector normal
alplano ™, 1 = (3, o, 1).

x =143\
ry=71+ax

z=24X
Sires paralela a w,, el vector director de r es perpendicular al vector normal de ,.
BaN-(10-,0=0->3-a=0>a=3
Calculamos la distancia de r al origen de coordenadas.
_ 7k
OPxU=|1 1 2|=-5+5/=(-550) |OP x T| =50

3 31

|0PxT| 5o 50 sz

do, = = = =

I 13,3, 0] 19 19

085 | Dadas las rectas:
r:x—ay:Z} SZX_Z:1}
ay+z=1 y+z=3
se pide:
a) Discutir la posicion relativa de las dos rectas r, s segun los valores del parametro a.
b) Sia =1, calcular la distancia minima entre las dos rectas r, s.

a) Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada
del sistema que forman los cuatro planos.

X—ay =2 1 —a O 1 —a 0 2
ay+z=1 A= 0 a 1 A*— 0 a 11
X—z=1 T 0 -1 T 0 =1 1
y+z=3 0o 1 1 o 1 13
o 0o
: g | |=a 10 —1|=-a+1

- 01 1
o 1 13

+ Sia=0— Rango (A*) = 4 yRango (A) = 3 — Las rectas se cruzan.
+ Sia=0-— Rango (A) = Rango (A*) = 3 — Las rectas se cortan en un punto.

b) Escribimos las rectas en forma paramétrica.

X=3-=X\ x=T+p
rry=1—=Xx S y=3—p
zZ=X Z=p

Calculamos un punto y un vector director de cada recta.
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SOLUCIONARIO

T=(-1,-1,1) PG, 1,00 v.=(,-1,1) Q01,30 PO=(-220)

[T, V,POl=| 1 =1 1|=4
-2 2
3
UxV,=|—1 =1 1|=2]42k=(0,22 |Gxv|=v8=2/2
1T =11
[, v, PQ]
R U215 ) | B S 7y
T xv| A2
086 | Las trayectorias de dos aviones vienen dadas por las rectas:
x=T14+X x=T1—X
nry=1—X Ly =X
z=142X\ z=2

a) Estudie si las trayectorias se cortan, se cruzan o son coincidentes.
b) Calcule la distancia minima entre ambas trayectorias.
(Murcia. Junio 2006. Bloque 2. Cuestion A)

a) Determinamos un punto y un vector director de cada recta.
T=0,-1,2 P11 W=(=1,1,00 Q1,02 PQ=(0,—11)

1 -1 2
[G,V,POl=|—1 1 0|=2
0 —1 1
T K
Uxv,=|1 =1 2|=-2—2]=(-2,-2,0)
-1 1 0

Como [U;, V5, POl = 0y Uy x V, = 0 — 1,y 1, se cruzan.

o) dr, 5) = ‘[ulvz,fQ]‘ _ 2 _ 2
\u1><\/2\ 2\/3 2

Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 1 dm, se considera una de sus diagonales

y la diagonal de una de sus caras de manera que estas no tengan ningun vértice
en comun.

S 1dm

X

Halla la distancia entre estas diagonales.

Indicacion: Dibuja el cubo con un vértice en el origen de coordenadas y los vértices contiguos
sobre los ejes de coordenadas.

(Baleares. Junio 2006. Opcion A. Cuestion 2)
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D, diagonal que pasa por los puntos A(0, 0, 0) y B(1, 1, 1).
D, diagonal que pasa por los puntos C(1, 0, 0) y D(0, 1, 0).

Calculamos un punto y un vector director de cada diagonal.

AB=(1,1,1) A®0,00 CD=(-1,1,00 ({1,000 AC={(1,0,0)
111
[AB,CD,ACl=|—-1 1 0|=—1
10 0
|7 Tx
ABxCD=|1 1 1|=——]+2k=(=1-12)
110
T x7v]=v6
[TV, AC] 1 6
d(DW,Dz)_‘ R, ‘: -
\uxv\ 6 6

088 | Un asteroide que sigue aproximadamente la trayectoria dada por la recta:
y

rx+1=—=2z+4+1

se estd acercando a un planeta situado en el punto P(1, 1, 2).
a) Calcule la distancia mas cercana a la que se encontrara del planeta.

b) Calcule el punto de la trayectoria del asteroide donde se alcanzard dicha
distancia minima.

Lo . 1
¢) Siinicialmente el asteroide se encuentra en el punto Q[—], 0, —2], calcule

la distancia que debera recorrer para alcanzar dicho punto.

a) Escribimos la ecuacion de la recta en forma continua.

1
Z+— 1
x+1 vy 2 Q|-10,——
r === - 2
] 2 1 T=(2,4,
5 4
PO= [72/ -1, 73]
2
Calculamos la distancia de la recta al punto.
i ]k
POXT=|—-2 —1 ’% — 9376k =(9,—3,—6)
2 4 1

\P_éxff\:?)m
_lPaxd] _ e 3e JE

= =6

pi @40 a1

dp,r)




SOLUCIONARIO

b) Un punto genérico de la recta res R[—1 + 2N\, 4\, —% + >\].

— 5
Hallamos el valor de X\ para el que el vector PR = [2>\ —2,IN—1,X— —]
sea perpendicular al vector director de la recta. 2
— 21

PR-U:[ZX—Z4>\—1,>\—%J~(2,4,1):21>\—7=O—>>\:%

El punto que cumple la condicion es R(0, 2, 0).

1]25

) 5??:[1/2,
2

2

089 | Dados el punto Q(3, —1,4) y la recta r de ecuaciones paramétricas:

X =—-24+3X\
rry =-—=2X
z="1+4X

se pide:
a) Hallar la distancia del punto Qalarectar.

b) Justificar que la recta s que pasa por Qy tiene a (1, —1, 1) como vector direccional
nocortaar.

c) Calcular la distancia entre las rectas ry s.
(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 2. Problema 2)

a) Un punto de larectaes A(—2, 0, 1) y un vector director es U, = (3, — 2, 4).

QA= (-51-3)

_ 'S

OAXU =|=5 1 =3|==2+11j+7k=(=2,11,7)
3 -2 4

|04 x T =174
\QAxu,\_ Vi7a N g

dQ, =
16, -24] V20
X=3+p
b) sy=—1—p 1,1
Z=4+n
3
(u, \/S,QA 1 1 = —6 = 0— Las rectas se cruzan.
-5
T7 ok
Q UXV,=|3 =2 4|=2i4j—-k=(2,1-1 ‘U),X\/SI\/g
T =11
_)VI_ZI_)A
ais, = 20 _ 6 _ o

uxv,| e
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090

091

Se considera larecta r: © +t2y=7
y+2z=4

a) Calcula las ecuaciones paramétricas del plano & que es perpendicular a la recta r
y contiene al punto P.

} y el punto P(1, 2, 3).

b) Considera la recta:

x=1
ssy=2+4+a
z=34 2

;Cudl es la posicidn relativa entre la recta s y el plano =?

¢) Calcula cudles son las coordenadas del punto Q de la recta s que estd mas
proximo a la recta r. Justifica tu respuesta.

a) Buscamos un plano que pasa por le punto P(1, 2, 2) y que tiene como vector
normal al vector director de la recta.

=—14+4X
.x+2y:7} X *

tor—4 Sy=4-2\ U =04 -21)

Z=\
T A4x =2y +z4+D=0
4.1-2-243+D=0—->D=-3

X=X\
T A4X—=2y4+7z-3=0->7 y=p
Z=3—4X+2p

b) Vector director de larectas: v, = (0, 1, 2)
Vector normalde m: i = (4, =2, 1)

V,-n=0-441-(=2)+2-1=0 — Larecta es paralela al plano o esta
contenida en él.

Como el punto P(1, 2, 3) € ry P(1, 2, 3) € , larecta y el plano son coincidentes.
c) UnpuntogenéricodesesQ(], 2+ a, 3+ 2a).

Un punto genérico de larectares R(—14 4X, 4 — 2\, \).

RO=(Q2— 4N\ a+2X—2, 20— X +3)

RQ debe ser perpendicular a las dos rectas:

RQ-T =15—2\=0

—

! 7 6 7
V. El punto es Q[ 1, —, —|.
RQ -V, = 5o + 4 :o}_’ - punoeso[ ; 5]

Halla la distancia del punto P(2, 1, 1) a la recta:

X =

<
I
Ywlnw|=
4
b

N
I
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=011 A[i,g,o er AP:[E,in]
33 33
Tk
TxA=|0 | 1:£7+£7_2r:[3,2,_i] 7 x 4P| = o
51 3 3 3 (373 3
3 3
U’,x;/)’
d(P,f):f‘:ﬁ:\/g
7, V2

Con los datos de la actividad anterior, encuentra el punto Q de r mas préximo a P.
Comprueba que la distancia entre esos puntos es la misma que has calculado antes.

El punto Q es la interseccién de la recta ry el plano que pasa por P

y es perpendicular a la recta.

El plano que pasa por Py es perpendicular a r tiene como vector normal el vector
directorder.
G=010>my+z+D=0
P,1LNET>1+1+4D=0—>D=-2
Calculamos la interseccién entre la recta y el plano.

}—)11:)/4—2—2:0

1

X=—

3

2
y=—-=+X —>>\_2—>Q[1,4,2]
3 3 333

Z=X

y+z-2=0

Comprobamos que la distancia entre los dos puntos coincide con la distancia
del punto a la recta.

— 1 1

d(P, Q) =|PQ| = [—5, - —] =3 =dlp,7)
3 3 3

Calcula la distancia entre las rectas de ecuaciones:

y=1_z=4 SiX—2=+"—""=
3 7 3 4

(Galicia. Junio 2005. Bloque 2. Pregunta 1)

r.x =

Hallamos un punto y un vector de cada recta.
=037 P04 V=034 Q@223 FO=21-1)

TTK
UxV.=[1 3 7|==943]=(-9,3,0)
13 4

[PQ., G, V.]=PQ, - (U, xV,) = (2,1, =1)- (=9, 3,0) = =15

15 Jio

dr, s) = ‘ = =

J81+9 2
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094 | Halla el area del paralelogramo definido por los vectores U = (4, —3, 2)

yv=1(2-3,3)
7K
UxV=|4 -3 2|=-3—8]—6k=(-3 -8 —6)
2 -3 3

Area del paralelogramo = 9 4 64 4+ 36 =109

095 | Dados los vectores U= (1,2,0)y v=(0, 1, 2), calcula:
a) El producto vectorialde Uy V.
b) Un vector unitario ortogonala U’y v.
c) Elarea del paralelogramo que tiene por lados los vectores U y V.

TTx
Q) UxV=|1 2 0|=4—2]+k=(4-21)
01 2

b) | x7|=+21
El vector unitario y ortogonal a los dos vectores dados sera:

i N RC TR NIRRT

(TUxV)

J21 21 21

¢) Area del paralelogramo = [T x V| = +/21

096 | Halla el &rea del tridngulo de vértices A(1, 2, 3), B(4, —3,4) y C(5, 9, 9).

—

AB=(3,—5,1) AC= (4,7, 6)
X
1| = —37T—14]+ 41k = (=37, —14, 41)
6

|AB x AC| = /3246

Area del triangulo = % |AB x AC| =

\3.246

2

097 | Los vectores U= (—4,3,2)y v=(1, 2, 3) son dos de los lados de un triangulo.
a) Calcula el perimetro de dicho tridngulo.
b) Halla su area.
a) Perimetro = [U]+|V| +|7 - V|=

V29 + V14 + (4 -1 +B3-22+(2-37 =1418

iK
b) UxV=|—4 3 2|=51+14]—11k = (514, —11)
23

, . 11— o 32 338
Area del tr|angulo:5\u X V‘:T: -

366



098

099

100

SOLUCIONARIO

C
Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A(3, 1, 0),
B(4,5,2)y C(4,7, —2). Halla el cuarto vértice y su area.
AB=(1,4,2) \ B
El punto D cumple:
OD=0C—AB=(4,7,-2)—(1,4,2)=(3,3,—-4)>D = (3,3, —4)
Calculamos el rea.
AD=1(0,2,—4)
7T x
ABx AD = 4 2 |=-20i+4j+2k=(-20,4,2)
0 2 —4
Area del paralelogramo = \ZE X A_E)\ =|(=20, 4, 2)| = 24105
C
El centro del paralelogramo ABCD es M(2, 2, 6). D
Determina los vértices Cy D, sabiendo que A(0, 1, 3)
y B(1, 4, 5). Calcula también su drea. 8

A
El punto C cumple: OC = OA + 24M = (0,1, 3) + 2(2, 1,3) = (4, 3, 9) = C(4, 3, 9)
El punto D cumple: OD = OB + 26M =(1, 4, 5)+ 2(1, =2, ) = (3,0, 7) = D(3, 0, 7)

- = =

e L
ABxAD=|1 3 2|=147+2]—10k = (14,2, -10)
3 -1 4

Area del paralelogramo =|AB x AD| =] (14, 2, —10)| = 103
Comprueba que los puntos A(2, 3,0), B(4, 5, 2), C(7,6,5) y D(6, 1, 4) son coplanarios.
Halla el area del poligono ABCD.

Los puntos son coplanarios si los vectores AB = (2,2,2), AC = (5,3,5
yA_E = (4, —2, 2) son linealmente dependientes.

2 2 2
5 3 5|=0 — Lospuntos son coplanarios.
4 -2 4

Calculamos el drea del triangulo descrito por los vectores AB y AC.

|k ~
ABXAC=|2 2 2|=4i—4k=(4,0,—4)
535

AreaT, = — \AB AC|= 2\ (4,0,4) =22
Calculamos el drea del tridngulo descrito por los vectores A_EyA_[)J.
I V3
AC x AD = 3 5|=22- 22k*(22 0,—22)
4 =2 4
AreaT, = \AC AD|= \ 22,0,-22)| =242

Area de cuadrildtero = 2\/— 2 + 22\/5 = 24\/—
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101 | Calcula el area de un rombo de 2 cm de lado, sabiendo que tiene un angulo de 60°.
Tenemos dos vectores de médulo 2 cm que forman un angulo de 60°.

Area del rombo = [T x 7| =[T]|7]sen o = 2+ 2 sen 60° = 24/3 crm?

102 | En el triangulo determinado por los vectores U= (1,0, —=3)y v=(2, 1, 4):
a) Halla el area.
b) Decide si es acutangulo, rectdngulo u obtusangulo.

J
a) Uxv=|1 0 —3|=3—10j4k=(3,-10,1)

J1o
2
b) Calculamos los modulos de los vectores que forman el tridngulo.
7|=+10
V]=+21
7 —7|=JE + )+ =51

El angulo formado por los vectores Uy V' serd el angulo mayor del triangulo
por ser el lado U — Vel de mayor medida.
u-v —10

7]~ VoV

El tridngulo es obtusdngulo.

Area del tridngulo = — [T x V|= (3, =10, )| =

cos o = — o =133°387"

103 | Calcula el area de un tridngulo rectangulo que tiene un cateto sobre la recta:

xX=3 _y+1_,
3 4

y dos de sus vértices son P(5, —3,4) y Q(6, 3, 3).

r: —2

P

Comprueba que se verifica el teorema de Pitagoras.

Calculamos el punto de corte de la recta r con el plano que pasa por el punto P
y es perpendicularar.

El plano que pasa por el punto Py es perpendicular a r tiene como vector normal
al vector director de la recta r.

—

v, =03,40N>m3x+4y+2z4+4D=0
P(5,—3,4)€m—3-5+4-(-3)+4+D=0—>D=—7

Elplanoesm: 3x+4y4+2z—-7=0
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SOLUCIONARIO

Calculamos la interseccién entre este plano y la recta r.

x—=3 y+1
3 4 x=3
=y =-1
YA o)
4 z=2

3X+4y+z—-7=0
El tercer vértice del triangulo rectdngulo es A(3, —1, 2).

Calculamos el drea del tridngulo.

I 1

APxAQ=|2 =2 2
304 07

AP x AQ| = 2478

Area del triangulo = % AP x AQ|= J78

= —10/ + 4]+ 14K = (=10, 4, 14)

Comprobamos que se verifica el teorema de Pitadgoras.
dP, Q) =|P0| =38

d(A Q) =|A0| =26

d(A, P)=| 4P| =12

[d(P, Q)Y =T[d(A Q) +I[d(A P

(V) =(W2) +(W12) »38=26+12

Calcula o para que los puntos A(1, 1, 1), B(3,0, 2), C(5, —2,2) y D(2, 1, o) sean
coplanarios. Calcula el area del poligono ABCD.

(Galicia. Septiembre 2000. Bloque 2. Pregunta 1)

Loi)puntos son coplanarios si los vectores CA = (—4, 3, =1, CB= (=2,2,0),
y CD = (-3, 3, a — 2) son linealmente dependientes.

-4 3 -1

-2 2 0 |=4—-2x

-3 3 a—-2

Los puntos son coplanarios si4 —2a =0 > a =2

SiD(2,1, 2), los vectores CB = (=2, 2, 0) y CD=(~3,3,0)s0n proporcionales,
por tanto, los puntos C, By D estan alineados, y estan situados en ese orden.

La figura ABCD es un tridngulo de vértices A, Cy D.

- = -

I L .
AxD=|—4 3 —1|=314+3j—-3k=(3,3 -3)
-3 3 0

|CAx CD| _ 13,3, -3)] 33

2 2

Area del triangulo =
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105 | Sea el plano « de ecuaciéon x —5y + z + 3 = y sean las rectas ry s con ecuaciones:
3:y—2:z—4 S:x+1
2 3 2

r:x — =y=z42

Determina:

a) Los puntos de interseccion del plano & con cada una de las dos rectas.

b) El4reay el perimetro del tridngulo formado por los dos puntos anteriores
y el origen de coordenadas.

-2
x—3=2—% X +1
2 =Y
a — — P(3,2, 4 —0Q(-1,0, -2
) w3 Z=4 ( ) y—z42 ( )
3 X—=5y+z+3=0
X—=5y+z+3=0
b) OP=(-3,—2, —4) 00=(1,0,2) PO = (—4, —2, —6)
I
OPx0Q=|-3 -2 —4|=—-4i+2j+2k=(-4,22)
1 0 2

|0P x 00| = 26

[0Px 00| _ 26 _J5
2 2
Perfmetrodeltriéngulo:\OT’\HP—C))\—HO_C))\ =v29 + 2414 445 =15

Area del tridngulo =

106 | Determina el valor de a para que los puntos A(1, 0, 1), B(1, 2, 1) y C(1, 0, a) sean
- - 7
los tres vértices de un tridngulo de area EE

—

AB=(0,2,0) AC=(0,0,a-1)
_ T K -
ABXAC=[0 2 0 |=(Qa-2i=(2a—20,0) |AB x AC|=|2a -2
0 0 a-—1

_ g2
‘ AB x AC 20 —2 o ==
Areadeltriéngulo:‘ ‘:‘ ‘:l_> 20-2=7 _, P

a=——

107 Dadaslasrectasr1zx+2y:2}yrz:xz_y },sepide:
X =-—-2z y=z+1

a) Determinar las coordenadas del punto P en que se cortan y las ecuaciones
del plano que las contiene.

b) Calcular la ecuacién de la recta s que pasa por el punto Q(2, 0, 1) y corta
perpendicularmente a r,.

c) Obtener las coordenadas del punto R, intersecciéon der; y s, y el rea del tridngulo
de vértices P, QyR.
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Calculamos el punto de interseccion.

X+2y=2
X==221 L p220)
X=—y
y=2z+1

El plano que contiene a estas dos rectas es un plano que pasa
por el punto P(— 2,2,1) y tiene como vectores directores los vectores
directores de las rectas.

X =—=2X\
y=1+X=>v,=(=211
Z=X
X=—=1—pn
y=1+p =V, =(=111
Z=yu
X+2 y—2 z-1
T =2 1 1 |=y—z—-1=0
—1 1 1
Hallamos el plano perpendicular a r, que pasa por Q. Este plano tiene

como vector normal el vector director de r;.

N=(=21>m-2x+y+z+D=0

-2 3=0
Q(z,o,1)eqr—>—2-2+0+1+D:0—>D:3}_>Tr Xty+z+

Calculamos el punto de corte de r; y .

—2(—2>\)+1+>\+>\+3:O—>>\:—£—>T[i,i,—£]
3 3 3 3
La recta que buscamos, s, pasa por los puntos Qy T.
x=2-2t
G2 L -2)os v o
33 3 z=1-5¢t
' - 4 1 2
La interseccion entre r, y s es el punto T[; g —g]
PO = (4, -2, 0)
(22
3 33
3
= 4 =2 0 10— 20— (10 20
PQ X PT = =—i+—j=|— —,0
Q x 05 s 3l+ 3] [ ]
3 3 3
7 7| = 1205

Area del tridngulo = % \P_é X lgﬂ =—
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108 | En el espacio se consideran:
La recta r interseccion de dos planos de ecuaciones implicitas:
X+y—z=5 2xX+y—2z=2
Y la recta s que pasa por los puntos: P(3,10,5) Q(5,12,6)
Se pide:
a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta ry de la recta s.
b) Calcular el punto H, interseccién dery sy el angulo o que determinanrys.

c) Calcular los puntos My N de la recta r para los que el drea de cada uno
de los tridngulos de vértices PQM y PQN es de 3 unidades.

X=-=34+X X =342
a) ry=38 POQ=1(2,2,1)—>s y=10+2p
Z=X z=54+p

b) Calculamos la interseccion de las dos rectas.
—34+X= 342

8=10+2pr —
A=54+p
El dangulo que determinan ry s es el que determinan sus vectores directores.

. — H(1,8,4)

S i B (LR | I B FR
bilid V23 V22
c) Un punto genérico de larectares M(—=3+ X, 8, \).
PM=(—6+X —2, =5+ ) PO=(2,2,1)
L Tk
PMXPQ=|—-64+X =2 —54XN==22+8)i+XN—4)j+02X\—-8k =
2 2 1 =(=2X\+8, X—4,2X\—18)

|PM x PQ| = 3(\ — 4)

) PMxPQ|  3x—4 4 _
Areadeltriéngulo:‘ XQ‘: ‘ 3_>|>‘ 4=2 %P 6

2 AN—4=-2 A=2
Los puntos que buscamos son M(3, 8, 6) y N(—1, 8, 2).

109 | Dados los puntos: A(1,2,3) B(0,2,0) C(1,0,1)
a) Prueba que no estan alineados y escribe la ecuacion general del plano =
determinado por estos tres puntos.

b) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta que es la altura del tridngulo
ABC correspondiente al vértice C.

B A
c) Calcula el drea de ABC.
d) Calcula un punto D del plano  que has calculado
en el apartado a) tal que, el tridngulo ABD cumpla c D

las dos condiciones siguientes:
+ ABD es un triangulo rectdngulo con el dngulo recto en el vértice A.
+ Area (ABD) = Area (ABC)
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a) Los vectores AB = (—1,0,-3) yA_g = (0, —2, —2) no son proporcionales,
por tanto, los tres puntos no estan alineados.

El plano que los contiene pasa por el punto Ay tiene como vectores
directores AB 'y AC.

x—1 y—=2 z-3

| —1 0 3 |=—6x—-2y+224+4=0->m:3x+y—-—2z—-2=0

0 -2 -2

b) La altura que buscamos es la recta perpendicular al segmento AB que pasa

por el punto C.

Calculamos el plano que pasa por Cy es perpendicular al segmento AB.
Este plano tiene como vector normal al vector AB.

ZE:(_LO,—B)—)T{Z—X—EZ—FD:O
c(1,0,er—>—-114+0-3-1+D=0—->D=4

Hallamos el punto de corte del plano con la recta que pasa por Ay B.

XxX=1—t 3
Nty =2 - 1—-t+3383-3t)—-4=0>t=—
7=3-3 >

El punto de corte es C[% 2, %]

La altura que buscamos es la recta que pasa por Cy C".

_ 3 . x=1-3\
CC':[——,2,—]—>s:y=10>\
> z=14X
D A S
Q MBxAC=|-1 0 =3|=-6-2]42k=(-6-22)
0 -2 -2

Area del tridngulo = % |AB x AC|= Jn

N 110

P

d) Laaltura de los dos tridngulos es C'= [—2 2, i]

5

CC'es un vector perpendicular al lado AB. El punto D pertenece a una recta

que pasa por Ay tiene con vector director cc.

X =1-3p
m:y =24 10p
Z=3+p

Por tanto, el punto D serd de la forma D(1— 3p, 24+ 10p, 3 + ).
Calculamos el &rea del triangulo ABD.

AB =(-1,0, —3) AD = (=3p, 10, )

T T K

ABXAD=| -1 0 —3|=230p + 10y — 10pk = (304, 10, —10p)
—3p 10p p

}—>w:x+3z—4:0
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|AB x AD| = 10p311
Area del tridngulo = % |AB x AD| = 3|p \\/ﬁ

Como Area (ABD) = Area (ABQ):

, _ W

fea (MO =T | g =Ll S

Area (ABD) = 5|p[N11 S P
5

Por tanto, hay dos puntos que cumplen las condiciones:

D 3/4&] yDz[E,o/ﬁ]
5 5 5 5

110 | Sedan los puntos A(2,1,1) y B(1,0, —1), y la recta:
z+2
-2

rrx—5=y=

Se pide que calcules razonadamente:
a) El punto Cde rque equidistade Ay B.
b) El area del tridngulo ABC.

a) UnpuntogenéricodelarectaresC(5+ X\, X\, =2 — 2\).
AC=(\4+3X=1-2x=3) BC=(M+4x-22-1)

|AC|=|BC] > V6N + 16X +19 = /6N + 12X +17 —>>\:f%

Por tanto, el punto es C[% —%, —1].

7K
— = |1 -1 =2 >
b) ABx AC = =744k =(=1-7,4)
5 3
2 2
2 2

4B x AC|= 66
Jeo

Area del triangulo = % |AB x AC|= —

111 | De los planos paralelos al plano x + y + z= 8 encontrar el que determina con los ejes
coordenados un tridngulo de area 83.

Los planos paralelosa x + y + z=8sondelaformax +y+z=d.
Calculamos los puntos de corte de un plano paralelo al dado con los ejes

coordenados.
X+y+z=d
Corte con eje X: y=0p—> Ad,0,0)
z=0
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X+y+z=d
Corte con eje Z x=0p—C(0,0,d)
y=20
x+y+z=d
Corte con eje Y: x=0tr—B(0,d,0)
z=0
Calculamos el drea del triangulo ABC.
AB=(—d, d,0) AC=(~d, 0, d)

—

i
i

o J K o o
ABxAC=|-d d O|=dT+d T+ dK=(d? d* d)  |ABxAC|=d*3
d 0 d

2 j—
Area del triangulo = % |AB x AC| = d;/§ FNENIN {Z = 4_4

Los planos que buscamosson: x +y +z=4 y x+y+z=—4

Dados el plano w: 3x + 2y —z 4+ 10 = 0 y el punto P(1, 2, 3), se pide:

a) Halla la ecuacion de la recta r perpendicular al plano & que pasa por el punto P.
b) Halla el punto Q interseccién de wy r.

c) Halla el punto Rintersecciéon de « con el eje Y.

d) Halla el drea del tridngulo PQR.

(Madrid. Junio 2008. Opcién B. Ejercicio 4)

a) Larecta buscada pasa por el punto Py tiene como vector director el vector
normal del plano.

X =143\
rry =242\
Z=3-—X

X =143\
y=242X
z=3—-X
3Xx+2y—z410=0

c) EeY X = O}
y=0
Calculamos la interseccion de w con el eje V.

3X+2y—z4+10=0
x=0p — R0, =5,0)
z=0

> A=-1->0(-2,0,4)

d) PO=(-3,-21 PR=(-1,-7,-3)
T T %
POxPR=|-3 =2 1 |=13i—10j+19% =(13,-10, 1

-1 -7 =3
370

2

) |PO x PR| = 3770

O

Area del tridngulo = % |PQ x PR|=
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113 | Calcula el volumen del paralelepipedo descrito por los vectores U = (3, 0, 4),
V=(2,-3,5yw=852).

3 0 4
[0 v,wl=|2 -3 5/=43
8 5 2

=

Volumen del paralelepipedo = (@, 7, w]| = 43

114 | Los tres vectores siguientes describen un tetraedro, t=(1,2,9), v= (3,6, —2)
yw = (3, —2, 2). Halla su volumen.

1 2 9
[0, v,w]l=|3 6 —2|=-232
3 =2 2
Volumen del tetraedro = % (7, v, wl|= £62 _ 116

115 | Calcula el volumen del paralelepipedo que definen los vectores U= (—3, 2, 1),
V=(4,5 —3)yw= (7,3, —4). ;Qué observas? Da una explicacién.

-3 2 1
(g, v,wl=|4 5 -3|=0
7 3 —4

Volumen del paralelepipedo = ‘ [, v, VT/]‘ =0

Los tres vectores son linealmente dependientes, por tanto, los tres puntos
son coplanarios y no describen ningun paralelepipedo.

116 | Halla el valor de m para que los vectores U= (1,m — 2, —1), v=(2,5,0)yw=(1,m, 1)
determinen un paralelepipedo de volumen 6.

T m—2 -1
[0V,Wwl=[2 5 0|=14—4m
T m 1
o 14—4m=6 m=2
Volumen =|[u, v, w]|=|14 — =6- -
u 17, v, W =114 — 4m| {14—4m:—6 {m:S

117 | Los puntos A(0, 0, —1), B(1,0, —2), C(0, 1, —2) y D(4, 1, 5) son los vértices
de un tetraedro. Calcula su volumen.

AB =(1,0, =) AC = (0,1, —1) AD = (4,1, 6)

0 —1
[AB,AC,AD1=|0 1 —1=11
1 6

» O —

11
‘:7

Volumen del tetraedro = % \[AT?, AC,AD]

118 | El plano w: 3x + y + 2z — 18 = 0 define con los planos coordenados un tetraedro
con vértice en el origen de coordenadas. Calcula su volumen.
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Calculamos los puntos de corte del plano con los ejes.

3X4+y+2z-18=0

Corte con eje X: y=0r—> A6,0,0)
z=0
3Xx+y+22-18=0
Corte con eje Y: x =01 — B(0,18,0)
z=0
3X+y+2z-18=0
Corteconeje Z: x=0;—>C(0,0,9)
y=0
Calculamos el volumen del tetraedro.
6 0 0
[OA,OB,OCl1=|0 18 0|=972
0 0 9
1~ = —= 972
Volumen del tetraedro = 5 |[OA, 0B, OC1| = ‘? =162

Determina el volumen del tetraedro de vértices A(1, 2, 0), B(0, 2, —1), C(—1,0, —6)
y D(4r 11 ’I)‘

Con ese volumen, decide si los puntos son coplanarios o no.

—

AB = (1,0, =) AC = (=2, —2, —6) AD=(3,—1,1)

-1 0 -1
[AB,AC,ADl=|—-2 -2 —6|=0
3 —1 1

1) = — —
El volumen del tetraedro = g \[AB/ AC,AD]\ =0
Los cuatro puntos no determinan ningun volumen. Los puntos son coplanarios.
Halla el area del triangulo que se forma al cortar el plano w: 2x —3y + 52 —30 =10
con los tres ejes coordenados. Calcula también el volumen que aparece al unir esos

tres puntos con el origen de coordenadas, haciéndolo de dos maneras diferentes.

Calculamos los puntos de corte del plano w con los ejes de coordenadas.

2x =3y +52—-30=0

Corte con eje X: y=0r—> P(15,0,0)
z=0
2x =3y +5z2—-30=0
Corte con eje Y x =0 — Q(0, —10,0)
z=0
2x =3y +52—-30=0
Corte con eje Z: x=0; > R(O,0,06)
y=0
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121

Calculamos el drea del tridngulo POR.

PO = (~15,-10, 0) PR= (15,0, 6)

I A 3

PQxPR=|—15 —10 0|= —60i+ 90j — 150k = (—60, 90, —150)
—-15 0 6

PO x PR| = 30v/38

Area del triangulo = % |PQ x PR|= 1538

Calculamos el area del tetraedro OPQR.

« Primera forma.

OP = (15, 0, 0) 0Q = (0, —10, 0) OR= (0,0, 6)
___ soo
[OP,0Q,0R]=|0 —10 0|=—900
0 0 6
900

Volumen = % [O_ﬁ, O_é, O_E] = ? =150

+ Segunda forma.

Podemos calcular el volumen del tetraedro utilizando la formula del volumen
de una pirdmide.

Tomamos como base el tridngulo inicial y la altura serd la distancia del origen
al plano determinado por ese tridngulo.

2.0—-3.045-0-30
d(O,ﬂ):‘ + \: 30

Jatro+2s J38

Volumen = % x Area de la base x Altura = % -15v/38 -

30

N

=150

Sean los puntos A(2, 3,0) y B(—2, 1, 4).

Determina:

a) Laecuacién del plano w, mediatriz del segmento AB.

b) Elvolumen del tetraedro formado por = y los tres planos coordenados.

c) Laecuacidn de la recta perpendicular al plano ~ que pasa por el origen.
Nota: El plano mediatriz de un segmento es perpendicular al segmento y pasa por su punto medio.

a) Elplano w pasa por el punto medio M, del segmento AB, y tiene por vector
normal el vector director de la recta que pasa por Ay B.

2-2 341 0+4)

M , , = M(©,2,2)

2 2 2
AB=(—4,—2,4) > T —4x—2y+4z+D=0
MO0,2,2)€m—>—4-0—2-2+4.24D=0—-D=—4

Elplanoesm:2x +y —2z+2=0
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Calculamos los puntos de corte del plano « con los ejes de coordenadas.

2X+y—=2z4+2=0

Corte con eje X: y=0f—>P(=100)
z=0
2X+y—2z42=0
Corte con eje V: x =07 — 00, —20)
z=0
2X+y—2242=0
Corte coneje Z: x=0r—=R(0O,0,71
y=0
El volumen del tetraedro OPQR.
o -1 00
[OP,0Q,0R]=| 0 =2 0|=2
0 0 1

Volumen del tetraedro = % [OP, 0Q, OR] = % = %

La recta que buscamos pasa por el origen y tiene como vector director
el vector normal del plano .

X =2t
ssy=t
z=-2

Sean los puntos P(8, 13, 8) y Q(—4, —11, —8). Se considera el plano =, perpendicular
al segmento PQ por su punto medio.

a) Obtén la ecuacién del plano .
b) Calcula la proyeccién ortogonal del punto O(0, 0, 0) sobre el plano .

c) Halla el volumen del tetraedro determinado por los puntos en que el plano =
corta a los ejes de coordenadas y el origen de coordenadas.

(Madrid. Junio 2000. Opcién B. Ejercicio 4)

a)

El plano w pasa por el punto medio M, del segmento PQ, y tiene por vector
normal el vector director de la recta que pasa por Py Q.

M 8—4' 13_”, 8—8 — M2,10)

2 2 2
13—5:(712 —24,-16) > m: —12x =24y — 162+ D =0
M2,1,00er —>—12-2-24-1-16-0+D=0—>D =148

Elplanoesm: 3x +6y +4z—12=0

La proyeccion ortogonal del punto O sobre el plano « es el punto de corte

de 1 con la recta perpendicular a  que pasa por O.

La recta perpendicular a © que pasa por O tiene como vector director el vector
normal de .

x =3\
rry =6x
7z =4X
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Calculamos la interseccién entre Ty r.

X =3\
y =6\ n— 12
z=4X 61
3x+6y+4z—-12=0
- 36 72 48
La proyeccion ortogonal es R[, — —
61 61 61

¢) Calculamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

3Xx+6y+4z—-12=0

Corte con eje X: y=0p—> A4,00)
z=0
3X+6y+4z—-12=0
Corteconeje V- x=0p—>B(0,20)
z=0
3x+6y+4z—-12=0
Corteconeje Z: x=0pr—C(0,0,3)
y=0
4 0 0
[OA,0B,OClI=|0 2 0|=24
0 0 3

Volumen del tetraedro = % \[O_Z, OB, O_)C:H: 2?4 =4

Sea el prisma triangular (tridngulos iguales y paralelos) de la figura,

o
conA(1, —1,0),B(1,0,—1),C(0, 1, =) y A1, —1, ). A,

Calcula:
a) Laecuacién del plano = que pasa por los puntos A, By C.

b) Elvalor de o para que el plano «’, que contiene
alos puntos A’, B'y C’, diste una unidad del plano . A

¢) Paraa =1, laecuacion del plano 'y el volumen del prisma.

i

a) Elplano w pasa por el punto Ay tiene por vectores directores AB yA_6

AB=(0,1,—1) AC= (=12 -1
x=1 y+1 2z
w| 0 1 —N=x+y+2z=0
—1 2 —1
b) 7’ esparaleloal planon > ©: x+y+z+D=0
A -lLoer 51141 (-N+1T-a+D=0>D=—a

Elplanoesw: x+y+z—a=0
Como wy ©' son paralelos tomamos A(l, — 1, 0) € .
T-1+0—-« -
d(ﬁ,ﬁ’):d(/\,ﬁ'):!:]% Q \/g
NT+T4+1 =
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Existen dos puntos que cumplen la condicion:
Al =1 V3) yal, -1, —v3)

g a=l->n:x+y+z-1=0

0 1 =1
[AB,ACAAT=|—-1 2 —1|=1
0 0 1

Volumen del prisma = % \[A_E, AC, AR

Obtener las ecuaciones de las rectas obtenidas al cortar
cadaunodelosplanos, ®:x+y+z=3,m:x—2z=0
yTs3:y —z = 0conelplanow,:z=0.

Esos cuatro planos limitan un tetraedro del que se obtendra
el &rea de la cara situada en el plano =, y la altura

sobre esa cara, explicando el método utilizado.

(C. Valenciana. Junio 2001. Ejercicio B. Problema 4)

X=3—a
x+y+2:3}

rmﬂq-u:nj ;=0 — ny=d
z=0
=0
x—z=0 X
T N, =0 —>ny=>t
z=0
z=0
_o X=c
ﬂ3ﬂ'rr4:r3:y_z_ }—)@:y:O
z=0
z=0

La base del tetraedro es un tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccion
de estas rectas.

x+y+z=3
z=0
A=rnNr — — A0, 3,0)
x—z=0
z=0
x+y+z=3
z=0
B=rnNr — — B(3,0,0)
y—z=0
z=0
x—z=0
C=nrNr— z=0 — C(0, 0, 0)
y—z=0
z=0

El drea de la base del tetraedro es el drea del tridngulo ABC.

_- = -

N LA —
ABxAC=[3 =3 0|=-9=(0,0,-9) |AB x AC|=9
0 -3 0
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Areadela base:%\A_E XA_E‘:%

El vértice del tetraedro es el punto D que es la interseccion de los tres primeros

planos.
x+y+z=3

D=mNm NTw; — x—z=0r—D(1,17)
y—z=0
Calculamos el volumen del tetraedro.
AB=(3,-3,0) AC=(0,-3,0) AD=(1,-2,1)

3 -3 0
[AB,ACAD]=1|0 -3 0|=-9
1T =2 1
9 3

Volumen del tetraedro = % |[AB, AC,AD]| = =

Aplicamos la formula de volumen de una pirdmide para calcular su altura.

;.3

Areadelabase x Altura 3 x Volumen 2
Volumen = — Altura= = =1

3 Areade labase 9
2

125 | Consideremos un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH, siendo:
A(3,1,0) B(0,0, 1) C(—1,3,1) E(6,3,0)

Halla el area de una de las bases, el volumen del paralelepipedo y la distancia
entre las bases.

Calculamos el drea del paralelogramo ABCD.

BA=(31-1) BC=(~13,0)

T T K

BAXBC=[3 1 —1|=3i++10k=(3,110) |BA x BC| =110

-1 3 0
Area de la base ABCD = |BA x BC| = /110
Calculamos D, el cuarto vértice de la base ABCD.

AB=DC = (=3, -1, ) =(=1—-d, 3—d,, 1—d;) = D(2, 4, 0)
Calculamos el volumen del paralelepipedo generado porA_E,A_E yA_E
AB=(=3,—11) AD=(-13,0) AE =(3,2,0)

-3 =11
[AB,AD,AE]=|—-1 3 0|=-11

32 0

Volumen del paralelépipedo = \[A_E A_E,A_E]\ =11
La distancia entre las bases es la altura del paralelepipedo.

Volumen 11 V110

Volumen = Area de labase x Altura — Altura = — = =
Area de la base 110 10
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SOLUCIONARIO

El plano de ecuacién general x + y + z= 10 corta a las rectas:
nrx=y=1 Liy=z=2 ix=z=3
en los puntos A, By C, respectivamente. Se pide:
a) Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D(1, 2, 3).
b) Determina la distancia del vértice D hasta la cara opuesta del tetraedro.
(Castilla-La Mancha. Junio 2006. Bloque 4. Pregunta A)

a) Calculamos A, By C.

x+y+z:10}_>A(]y1,8) x+y+2:10}_>8(6'2'2)
X:y:] y:z:Z
X+y+z:1o}—>€(3,4,3)

x=z=3

Calculamos el volumen del tetraedro determinado por los vectores AB, %TEyA_[)JA

AB=(51,—6) AC=(2,3,—5) AD = (0,1, —5)
|51 e
[AB,ACAD]=1|2 3 —5|=-52

0 1 =5

Volumen del tetraedro = % \[/—TE, A_E,A_ﬁ]\ = % ==

b) Lacaraopuestaeselplano x + y + z=10.
P+ 2+3-10] 443
i1+ 3

d(D, )

Considera los puntos A(2, 0, 0), B(0, 2,0), C(2,2,1)y D(1, 1, 2), y calcula:
a) Elvolumen del tetraedro que determinan.

b) La ecuacion cartesiana o implicita del plano que contiene al punto Dy es paralelo
al que contiene a los puntos A, By C.

(Castilla-La Mancha. Junio 2004. Bloque 4. Pregunta B)

a) Eltetraedro estd determinado por los vectores A_E, A_Ey AD.
AB=(-2,2,0) AC=(0,2,1 AD=(-11,2)

20
[AB,ACAD]=| 0 2 1/=-8
-1 1 2

Volumen del tetraedro = % |[AB, AC,AD]| = g_4

6 3
b) Elplano pasa por el punto Dy tiene por vectores directores AB=(-2,2,0)
yAC=1(0,2,1).
x—1 y—=1 z-=-2
T =2 2 0 |=2x4+2y—4z4+4=0->m x+y—22+2=0
0 2 1
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128 | Halla todos los puntos tales que unidos con los puntos A(3, 5, —1), B(5, 9, —5)
y C(6, 2, 2), forman un tetraedro de 15 unidades de volumen.

Llamamos P(x, y, z) aun punto genérico y_c)a\culamos el volumen del tetraedro
generado por los vectores AB = (2,4, —4), AC= (3, -3, 3)
yAP=(x—3,y—52z+1.

2 4 -4
[AB,ACAP]=| 3 -3 3 |=—-18y—182+72
Xx—3 y—=5 z41

U35, A2 7P = —18y—;82+72 s

3y —37412=15 _ [y+z+1=0
%{—Sy—3z+12:—15_){y+z—920

Volumen del tetraedro =

o | =

El lugar geométrico de los puntos que cumplen la condicion son dos planos.

129 | Encuentra los puntos de la recta:
x+1 'y z-2
2 =3 2
que equidistan de los planos: x+y —z+1=0yx—y+z+2=0.

Un punto genérico de la recta es P(—14 2\, —3X, 2 4+ 2\).

Buscamos los puntos de la recta que equidistan de los dos planos.

[—1+ 22 =3\ =2=2+1] [T+ 2x+3N+2+ 2 +2|
i1+ NEE
—3\—2=7X\+3 A=
—3n=2|= |7+ 3] > - > 2
S\-2=-7n-3 |\ _ 1
4

ii]
"4

130 | Halla la ecuacion general del plano que equidista de los puntos P(2, 1,3) y Q(0, 3, —1)
y es paraleloal planom:3x —y +z4+1=0.

Los puntos que equidistan de los dos planos son: P, [—2, % 1] yP [—

o w

El plano m' que buscamos es paraleloa ® - w2 3x —y +z+ D = 0.

21 02
d(Prﬁ'):d(Q,w’)e‘a +3+D‘:\30 314D
Vo141 Jo+1+1
|D+8|=[D-4[>D=-2
Elplanoesw:3x —y+2z-2=0
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Dados los puntos: A(1, 0, 0), B(0, —1,0) y C(0, 0, 3).

Se pide:

a) Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de A, By C,
indicando qué figura forman.

b) Halla las coordenadas del centro de la circunferencia que pasa por esos puntos.

(Aragon. Junio 2001. Opcion B. Cuestion 2)

a)

Tomamos un punto P(x, y, z) que equidista de A, By C.
d(A, P) = d(B, P) = d(C, P)

d(A P)=(x =1 +y> + 2
dB,P)=x"+(y+10 + 2’
d(C,P)= x*+ y* + (z —3)?

« d(A P)=d(B,P)
X=WH+y+2=xX"++1V+2
x+y=0
Es la ecuacion de un plano.

- dB,P)=d(C,P)

XA+ + =+ Yy +(z2=3)
y+3z=4
Es la ecuacion de un plano.

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, By Ces la recta
de interseccion de los dos planos.

x+y=0
Cy43z=4

El centro de la circunferencia es equidistante de los tres puntos, es decir,
pertenece a la recta r. De la misma manera, el centro de la circunferencia

y los puntos A, By Ctienen que pertenecer al mismo plano. Por tanto, el centro
sera la interseccion de la recta con el plano.

El plano pasa por A(1, 0, 0) y tiene por vectores directores AB=(~1,-1,0)
yAC=(—1,0,3).

x—1 vy z
| -1 -1 0|l=-3x4+3y—2z4+3=0->m3x—-3y+2z—-3=0
-1 0 3

Calculamos la interseccién entre la recta y el plano.

5
X =—
x4y =0 195
y+3z2—-4=0 >y =——"
3x—3y+z-3=0 19
27
7=—
19
El centro de la circunferencia es [i —i, E]
19 19 19
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132 | Determina la ecuacién de la esfera que pasa por los puntos A(0, 0, 0), B(1, 0, 0),
C(0,1,0)y D(0, 0, 1). Calcula también su centro y su radio.

La ecuacién de la esfera es de la forma (x — a)’ + (y — b)’ +(z —¢)’ =r’.

Como pasa por los puntos A, B, Cy D:

1
a=—
2
(=) +(=b) + (=) =r’| a+0 4+ =0 b=
(—ay +(=by +(=cy =r’| @+ + =r+2a-1 2
(=a) +(1=b) + (=) =r’| a+b +c=r"+2b-1 -t
(—a? + (bl +(—cP=r| a+b+=r"+2—1 T
V3
r=2
2

2 2 2
La ecuacién de la esfera es: [x — ;] + [y - ;] + [z — ] =

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | a) Define e interpreta el producto vectorial de vectores.
b) Calcula los vectores unitarios perpendicularesa u= (1, —2,2)y v= (1,0, 1).

c) Halla la distancia al origen del plano determinado por el punto (1,1, 1) y los
vectores del apartado anterior.

a) El producto vectorial de dos vectores, U y V, es otro vector U X v que tiene
los siguientes elementos:

- Modulo: |T x V|=|T|-|V]- sen o, siendo o el menor dngulo que forman

los vectores.
« Direccién: la perpendicular de cualquier plano generado por ambos vectores.
. Sentido: el del avance de un sacacorchos que girade U a V..

La interpretacion geométrica del modulo del producto vectorial de
dos vectores es el area del paralelogramo que definen ambos vectores.

b) Hallamos los vectores perpendicularesa U ya V.

7k
UxV=|1 =2 2|==27+]4+2k=(=212 |0xV|=v4+1+4 =3
1T 0 1
R
VxU=[1 0 1|=2—j-2k=02,-1,-2 |VxU|l=v4+1+4 =3
1 =2 2
Hallamos los vectores perpendiculares unitarios.
ﬁﬁxv[zwz] _,\7’><U’[212]
W= = oo W =1—— ="
\uxv 33 3 \vxu\ 33 3
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o) Calculamos el plano determinado por el punto Py los vectores U y V.
2(1'1J)iﬂ_>_2.1+1+2.]+D:O%D:_1 T =2X+y+2z-1=0
n=uxv=(=212)>m-2x+y+2z4+D=0

Calculamos la a distancia del origen de coordenadas al plano.

|[-2-0+1-042-0—-1]

JE2r 40422 3

d(O, ®) =

Halla el valor de a de forma que A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a) sean los vértices

de un tridangulo de area 3 .
2

(La Rioja. Junio 2006. Propuesta A. Ejercicio 1)

— —

AB=(1,1,0) AC=1(0,6,a—1)
K
0

—_ -

ABx AC =

—

=(@-1i=(@-10,0)

o o —y
o ——y

a—1

\A_Exf\_a:\/(a—nz =a-1

ABxAC| o
|ABxACl _a=1_3_ _,

Area del tridngulo =
2 2

Se consideranlarectar: * ~Y = 0 } y el punto P(1,2, —1).
X+y—z=0

a) Hallala ecuacion del plano que contiene a Py es perpendicularar.

b) Calcula el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano
hallado y los ejes cartesianos.

(Cantabria. Junio 2003. Bloque 3. Opcion A)

a) El'plano que buscamos pasa por el punto Py tiene como vector normal
al vector director de la recta r.

T7x
v,=[1 =1 0|=i4+j+2%k=012
11—
V,=(,1,2) > T x+y+22+D=0

f — T 2z7—1=0
P(1,2,—1)6"ﬁ—>1+2+2.(_1)+D:0_>D:_1} X4y + 2z

b) Calculamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

y=0
Corte con eje X: z=0;y— A(1,0,0)
X+y+22-1=0
x=0
Corte con eje Y- z=0p— B(0,1,0)
X+y+2z2—-1=0
x=0 .
Corte con eje Z: y=0 —>C[O, 0, —]
X+y+2z-1=0 2
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AB =(~1,1,0) /TC:[,1,o/i]
3
Bxic=|"1 10 :i*;lj‘lr":[l/il]]
1 2 2 2 2
-1 0 —
2
|AB x AC| = /i+i+1:76
4 4 2
, AB x AC
Area del tridngulo = S = \/f

4 | Dados los puntos A(1, 2,0), B(—1,0,0), C(0, —2,0) y D(0, 0, 1), se pide:
a) Ecuacion de la recta que contienea By C.
b) Area del tridngulo ABC.
c) Volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

a) BC=(1,-2,0) B=(-1,0,0)
Xx==1+X
roy=-=2x
z=0
b) AB=(—2,-2,0) AC=(—1,-4,0)
T T %
ABXAC=|-2 -2 0|=6k=(0,0,6) |AB x AC|=6
-1 -4 0
, ) [ABxAC| 6
Area del tridngulo = = 5= 3
Q) AB=(-2-2,0) AC=(—1,—4,0) AD = (=1,-2,1)
]2 =200
|AB x ACx AD|=|-1 —4 0|=6
—1 =2 1

\[A_E)i x AC x A_B]\ \6
Volumen del tetraedro = T = ? =1

5 | Searlarecta que pasa por A(0, 0,0) y B(80, 10, 0) y sea s la recta que pasa
por C(0,0, 10) y D(m, 10, 10). Obtener la distancia entre las rectas ry s y justificar,
geométricamente, que la distancia es independiente del valor de m.
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T, = AB = (80, 10,0) V.=CD=(m, 10,0) AC = (0,10, 0)
___ le00
[AB,CD,ACl=|m 10 0 |=8000—100m
0 0 10
T Tx
ABxCD =180 10 0= (800 —10m)k = (0, 0, 800 — 10m)
m 10 0

|AB x CD| = 800 —10m

148, CD, AC)| _ |8.000 — 100m| _

d(r, s) = ——
| AB x CD| 800 — 10m

0

La distancia es independiente del valor de m porque la recta r esté contenida
enelplano z = 0,y las rectas de direccién CD lo estan en el plano z = 10.

a) Calculense los valores de a para los cuales las rectas:

x=—1=X
r:3x+ay—6az+1:0 sy =3+X
—X+y+3z—-3=0 7 =1+ ax

son perpendiculares.
b) Paraa =1, calcilese la recta que pasa por (1,1, 1) y se apoyaenrys.

(Castilla y Leon. Septiembre 2005. Prueba A. Problema 1)

a) Hallamos los vectores directores de cada recta.

Tk
U=|3 a —6a|=(9a)i+(=9+6a)j+ 3+ ak=(a,—94+6a,3+aq)
-1 1 3

U=(-11a

Las rectas son perpendiculares si lo son sus vectores directores.

E-E:(9a,—9+6a,3+a).(—1,1,a):az—9:0—>{gf33
b) Sia=1:
X =—14+9X Xx=-=1—X
: 3x+y—6z+1:0}_}r:y:273>\ sy =34\
X+y+37-3=0 z=4x z=14+X

La recta que nos piden esta determinada por dos planos «; y ..

Hallamos el plano m,, que contiene a la recta r y al punto P(1, 1, 1).
R(—1,2,00€r—>PR=(=2,1—1)

xX+1 y=2 2z
T 9 -3 4l=—x+y+3z—3=0->m:x—y—3z2+3=0
-2 1 —1
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Hallamos m,, que contiene a la recta sy al punto P(1, 1, 1).
S(=1,3,1) €5 —PS =(=2,2,0)
x+1 y—=3 z-1
T =1 1 1 |==2x—2y4+4=0->m:x+y—-2=0
-2 2 0
La recta que pasa por Py se apoya enry s es:

X—y—=3z2+3=0
' Xx+y—2=0

m
7 | a) ;Cudl esla posicion relativa de las rectas r; y r, siguientes?

x=0 X+y+z=0
n: n:
y =2z 2x+y=0

b) ¢Es posible encontrar un plano que sea perpendicular a la recta r; y que ademas
contenga la recta r,? Justifica tu respuesta.

¢) Calcula la ecuacién general del plano  que contiene a las dos rectas r; y r,.
d) Calcula la ecuacién paramétrica de una recta r; perpendicular al plano w y tal que:
distancia (r,, r;) = distancia (r,, r;) = V105

a) Escribimos las rectas en forma paramétrica.

x=0
ey =2x
zZ=X
X=p
ryy =—2u
Z=p

Sus vectores directores no son proporcionales y las dos rectas pasan
por el origen de coordenadas, por tanto, se cortan.

b) Existe ese plano sir; y r; son perpendiculares.

0=(0,21
vo=01,-2,1,

0-v,=(0,210-0-20=-3=0
No es posible encontrar un plano que cumpla las condiciones.

c) El'plano que buscamos pasa por el punto A(0, 0, 0) € r, y tiene como vectores
directores los vectores directores de ry y r,.

X y z
|0 2 1|=4x+y—-2z=0
1 =2 1

d) rstiene como vector director el vector normal del plano. Ademas, como r, y r,
estan contenidas en el plano, r; pasa por un punto del plano = cuya distancia
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SOLUCIONARIO

Tomamos un punto P(x, y, z) que cumpla estas condiciones.

4x+y—22=0
4x+y—-22=0

d(P), r) =105 L - oy t2zx—20] _ s

Js
d((P), r,) =~105 \(—y—Zz,x—z, 2x—|—y)\ _Jw
V6
4x+y—2z=0

\/(—y + 227 4 X7+ 4x> =525
ey =227 +(x =2 + 2x + yy =630

4x =—y+ 2z
16x° + x> + 4x” = 525
(—y =22V +(x =27 +2x +y) =630

4x =—y+2z
X2 =25t— x = &£5
(=y =22V +(x =27 +2x +y)’ =630

« Six=5:
y=2z—-20
(=22 +20—-2z2) +(5—2) + (104 2z — 20)* = 630

212 = 21024+ 525=630 > z=5++30 -y =—104+2v30

Obtenemos dos puntos:
(5,-10+2v30, 5+ /30 ) y (5, —10 — 24/30, 5= /30 )

« Six =-5:

y=2z+20
(=22 =20 = 22) + (=5~ 2)" + (=10 + 2z + 20 = 630

2127 421024 525=630 >z =—-5++30 -y =10£2v30

Obtenemos otros dos puntos:
(=5,10+ 2430, =5 ++/30 ) y (=5, 10 — 2v/30, ~5 —/30))

Obtenemos cuatro rectas que cumplen las condiciones del problema.

X =5+4X X=5+4x
riy=—104230 + X Ry ==10-230 +X
Z:5+\/3_—2>\ z=5-~30 —2x

X =—5+4X X ==5+4x
riy=10+2430 +X Ry =10-2430 +X
z=-5++30 —2x z=-5-130 —2x
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